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Introduction générale

Comme le titre de cette these 'indique, nous allons étudier plusieurs problemes, plus
ou moins indépendants, liés a certains groupes de Lie exponentiels résolubles.

S’étant donné un tel groupe de Lie, il est tres intéressant de savoir si les propriétés
connues dans le monde mathématique abélien restent vraies dans ces situations ou, si
au contraire, elles sont contredites. Ceci nous permet, entre autre, de mieux connaitre,
notre espace le plus familier : R™ et d’élargir nos perspectives scientifiques.

Pour mieux comprendre la structure des fonctions d’une variable réelle, on a introduit
la notion d’analyse harmonique, i.e., la décomposition de fonctions en fonctions d'un
type plus simple. Dans R"”, celle-ci se traduit par l'introduction de la transformée de
Fourier. Mais que se passe-t-il lorsque 1'on passe a des structures plus complexes, en
I'occurence a des groupes et algebres de Lie non commutatifs 7

Soit G un groupe de Lie exponentiel résoluble ou plus simplement exponentiel, i.e.,
dont 'application exponentielle est un difféomorphisme. Cette classe de groupes est
composée d’'une grande étendue de groupes bien connus : les groupes de Lie nilpotents,
les groupes “ax 4 b” et encore bien d’autres.

Pour pouvoir généraliser la notion de transformée de Fourier, une notion naturelle est
apparue : le dual unitaire G du groupe G, i.e., I'ensemble des classes d’équivalence de
représentations unitaires irréductibles de G.

Ceci étant introduit, on veut voir si les grands théoremes de 1’analyse réelle ont encore
un sens.

C’est ce que 'on va faire pour certains d’entre eux dans cette these et voici son plan :



Chapitre 1 : Généralités

Nous donnons ici le matériel nécessaire pour la compréhension de cette these. Nous
revenons sur la structure des groupes de Lie exponentiels résolubles ainsi que sur celle
de leur dual unitaire, via la méthode des orbites. Nous rappelons plus précisément le
cas particulier des groupes de Lie nilpotents.

Chapitre 2 : Transformation de Fourier L? dans les

groupes de Lie fortement x-réguliers

S’étant donnée une fonction f dans L'(R), on lui associe sa transformée de Fourier
F f = f par 'application
f:R—C

définie par

FFE) = J(6) = / f(x)e 2y

Alors il est facile de voir que || Ff|lo < ||f|l1 et d’apres le théoreme classique de Plan-
cherel, || Ffl2 =[]l

Le théoreme de Riesz-Thorin nous permet de déduire le théoreme de Hausdorff-Young
1 1
V1<p<2 et;—i—&:l, IFfllg < £ lp-

Ainsi la transformation de Fourier est un opérateur borné de LP(R) N LY(R) sur L(R),
on peut donc ’étendre en l'opérateur :

FP: LP(R) — LY(R).

Une question naturelle se pose : peut-on calculer sa norme ?

En fait,
|FP(R)] = sup [[F(o)llq < 1.

llllp<1



Babenko, en 1961, a démontré dans [Bal, que si ¢ est pair, on a

) X PPy}
|7 (R) | = 4y, o 4, = (£1)*.
qq
Beckner, en 1975, a généralisé, dans [Be|, cette égalité pour 1 < p < 2.

Une autre question naturelle se pose : peut-on calculer cette norme dans le cas des
groupes non-abéliens ? Si oui, peut-on espérer que ces normes permettent une classifi-
cation des groupes non-abéliens ?

Malheureusement, le calcul de ces normes est tres difficile, car il demande une connais-
sance approfondie des groupes étudiés.

Dans ce chapitre, on étudiera la transformée de Fourier L” pour une classe spéciale de
groupes de Lie exponentiels, les groupes de Lie exponentiels fortement x-réguliers, et
on donnera une estimation de sa norme en utilisant la méthode des orbites.

Ce qui nous conduira au résultat suivant :

Théoreme. Soit G un groupe de Lie exponentiel résoluble vérifiant la condition de

x-réqularité forte. Soit m la dimension maximale des orbites coadjointes.

Sotent 1 <p<2etq= Ll Alors, pour tout ¢ € L'(G) N LP(G) et pour u-presque
p —

. -1
tout m € G, lopérateur mP(p) = w(p) K=" est borné, son extension est de classe Cy et
satisfait I'inégalité suivante :

2dimG

), du(m)* < AT el
(] )

Ces travaux font 1'objet d'un article, cosigné par A. Baklouti, J. Ludwig, K. Smaoui
et moi-méme, a paraitre bientot au journal Acta Mathematica Sinica sous le titre Esti-
mate of the LP-Fourier Transform Norm on Strong x-Reqular FExponential Solvable Lie
Groups.

Chapitre 3 : Théoreme d’inversion de Fourier pour

les groupes de Lie nilpotents

L’un des plus fameux et utiles résultats de ’analyse harmonique sur R" est le théoreme
d’inversion de Fourier. Mais peut-on le généraliser aux groupes de Lie nilpotents ?



Si ceux-ci ressemblent “presque” a R™ par de nombreux aspects et que leur théorie des
représentations est bien établie, leurs comportements révelent cependant d’importantes
différences.

Au cours de ce chapitre, nous aborderons la généralisation de ce théoréme, ce qui menera
au résultat suivant :

Théoreme. Soit G = expg un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement connexe,
muni d’une base de Jordan-Hélder fixe.

Pour chaque | € g*, posons b; la polarisation de Vergne correspondante et By = exp b;.
Alors il existe un ouwvert de Zariski @, de g*, tel que pour toute fonction C>

F:gi., xGxG— C qui, pour | € g;., firée, est Schwartz sur G/B; x G/By, qui est
a support compact en | (si on se restreint a une section d’ et qui vérifient la relation de
covariance

F(l7 .Z‘h, yh’/) = Xl(h>Xl(h/)F(l7 T, y)>
il existe une unique fonction f € S(Q) telle que m/(f) admette F(l,-,-) comme noyau,
pour chaque | € g3,

L’application F +— f est continue par rapport aux topologies des espaces de fonctions
consideérés.

Afin de prouver ce théoreme, on aura besoin d’introduire de nouvelles structures : les
groupes et algebres de Lie variables nilpotents.

Chapitre 4 : Application : décomposition de ’espace

L? des groupes de Lie nilpotents

Le théoreme d’inversion de Fourier permet de nombreuses applications. Il est tres utile
pour construire des fonctions f € S(G) dont la transformée de Fourier généralisée

(m( f)) vérifie certaines conditions. Dans ce chapitre, nous allons exploiter
leg  /Ad*G

cette propriété pour obtenir une nouvelle décomposition de 1'espace L? des groupes de
Lie nilpotents.

S’étant donné encore un groupe de Lie G = exp(g) nilpotent connexe, simplement
connexe, nous décrirons L?(G) comme fermeture d’une somme de sous-espaces in-
variants & gauche qui coincident avec I’ensemble des solutions faibles, dans L*(G),
d’un certain systeme d’équations différentielles. La restriction de la représentation



réguliere gauche a chacun de ces sous-espaces se désintegre en une intégrale directe
de représentations irréductibles unitaires de multiplicités 0 et 1.

Nous obtiendrons le théoreme suivant :

Théoreme. Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement connexe non-
abélien. Alors,

L*(G)

® (Tie) =z

ee{-1,1}¢ “ueG

Ces deux derniers chapitres ont été obtenus en collaboration avec Carine Molitor-Braun.



Chapitre

Généralités

1.1 Deéfinitions et outils de base

Soit g une algebre de Lie réelle de dimension finie.

Définitions 1.1. 1. Posons D°(g) = g, D'(g) = [g, g] et par récurrence

D*(g) = [D"'(9), D" '(g)], Vk e N.

L’algebre g est dite résoluble si D?(g) = {0} pour un certain j € N.
2. Posons C%(g) = g, C'(g) = [g, g] et par récurrence

C*(g) =[C*"(g),g], Vk € N.

L’algebre g est dite nilpotente si C7(g) = {0} pour un certain j € N.

Un groupe de Lie G est dit résoluble (respectivement nilpotent) si son algebre de Lie g
est résoluble (respectivement nilpotente).

3. Un groupe de Lie G connexe, simplement connexe et son algebre de Lie g sont dits
résolubles exponentiels ou plus simplement exponentiels, si l'application exponen-
tielle :

exp : g — G

est un difféomorphisme de g dans GG. Désignons par log son application réciproque.



Dans la suite G désignera un groupe de Lie exponentiel, dont 1’algebre de Lie sera

notée g.

Soit g* I'espace vectoriel dual de g.

Définitions 1.2. 1. L’algebre de Lie g agit sur g par représentation adjointe adj :

ady(X)Y == ad(X)Y = [X,Y], VX, Y €g.

2. Le groupe G agit sur g par représentation adjointe Adg :

— 1
Adg(9)Y := Ad(g)Y = cadXy Z m(adX)"(Y), g=expX €G, Yeg,

n=0
et sur g* par représentation coadjointe Ady; :

AdL: G — Aut(gh)

r — Adj x
<AdL(QL, X >=<g-1,X >=<1,Adg(¢ )X >, g€ G, lcg*, X €aq.

3. L’ensemble G -1 = {g -1, g € G} =: Q est appelé la G-orbite coadjointe en [ et
9" /G 'espace des orbites coadjointes. Ces orbites sont toujours de dimension paire.

Introduisons quelques algebres d'une grande utilité.

Définitions 1.3. 1. Soit g(I) = {X € g, < [,[X,g] >= {0} } le stabilisateur de la
forme linéaire [ € g* dans g, c’est I'algebre de Liede G, ={g € G, g-1=1}.
2.Sip Cg, alors pt = {f € g*, fjp =0} représente 'annihilateur de p dans g*.
3. Un sous-espace b(l) C g est appelé polarisation en | € g*, si b(l) est une sous-
algebre totalement isotrope maximale relativement a la forme bilinéaire antisymétrique
B définie par

B(X,)Y)=<[]X,Y]> X, Y eg.

Une polarisation b(l) en [ satisfait la condition de Pukanszky ou est une polarisa-
tion de Pukanszky, si

[+ b(1)* = Ad*(B(1))l = B(l) - 1, ot B(l) = exp b(l).



4. Le caractére unitaire y; = y de B(l) associé a [ est défini par
x(exp X) = e 2<bX> 1y X € (D).

Remarques. 1. Rappelons une méthode pratique pour obtenir une polarisation de
Pukanzsky en .

Comme g est une algebre de Lie exponentielle, on sait qu’il existe une bonne suite de
sous-algebres S = (a;)}_, de g, c’est une suite croissante de sous-algebres

{0}=ayCayC...Ca,=g.

telle que pour tout j =1,...,n,
a. dim aj/aj_l = 1,

b. Sia; n’est pas un idéal de g, alors a,_; et a;41 sont des idéaux de g et la représentation
déduite de la représentation adjointe de g dans a;1/a;_; est irréductible, i.e., a;_; est
un idéal de a;4q.

Soient [ € g*, posons [, = l|q, la restriction de [ a ay, et a(lx) le noyau de la forme By,
sur ag X ag.

Définissons
n

h(1.S) = ax(ly).

k=0

Alors h(I,S) est une polarisation de Pukanszky en [, appelée la polarisation de
Vergne en |[.

2. Si G est un groupe de Lie nilpotent, toute polarisation vérifie la condition de Pu-
kanszky.

Définition 1.1. On dit que 'orbite coadjointe €2, de [ € g* est saturée par rapport
a un idéal de codimension un go = Lie G dans g, si g(I) C go.

En particulier, d’apreés [C-G], on a que G -1 =G - | + gp et

dim(Gy - lo) = dim(G - 1) — 2,01t Iy = [j,. (1.1)

1.2 Un peu d’intégration

L’espace C.(G) désignera l’ensemble des fonctions continues a support compact sur G.



Soient dg une mesure de Haar invariante a gauche sur G et Ag la fonction module G,
qui est définie par la relation :

Ve € G, /G Flga™) dg = Ag() / f(g) dg. (2.2)

Il est bien connu que pour z € G :
Ag(z) = |det Adz|™ = ¢t adsdogz),

Pour pouvoir faire des calculs explicites, on doit se ramener au calcul dans un espace bien
connu : R™. Ceci est possible, car on connait I'existence de certaines bases particulieres
de g dont on rappelle les définitions :

Définitions 1.4. Soit Z = (Z,...,Z,) une base de g. Soit (gx)}_; la suite de sous-
espaces vectoriels de g définie par

k
o= > RZ.
=1

1. Z est une base de Malcev de g si pour tout £, 1 < k < n, le sous-espace vectoriel
g est une sous-algebre de g et gx est un idéal de gg. 1.

2. Z est une base de Jordan-Holder de g si pour tout k£, 1 < k < n, le sous-espace
vectoriel g est un idéal de g.

Proposition 1.1. Soit G un groupe de Lie exponentiel d’algebre de Lie g, alors g admet
une base de Malcev Z.

De plus, l’application suivante

Egan e G

w = (wy, .., w,) — exp(wiZy)- ... -exp(w,Zy,)

est un difféomorphisme.

Si de plus g est completement résoluble, alors elle posseéde une base de Jordan-Hdlder.
En particulier, toute algébre de Lie nilpotente admet une base de Jordan-Holder.

Démonstration. Voir [B-A] .
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Dans la suite, on choisit notre mesure de Haar dg sur G de telle maniere que 'on ait

vl = [ 16 o= [ fazinz) izviecio)n @)

ou l'on a noté
0y eznZn = exp(2121) - ... - exp(zndy)
et dZ la mesure de Lebesgue sur R".

Soit maintenant H un sous-groupe fermé de G d’algebre de Lie correspondante .
Désignons par Ay ¢ le caractere positif de H défini par :

Apga(h) =

Donc on a :
Apc(X) = exp(tr adg/p X ), X € b.

Il est clair que, si H est un sous-groupe normal de G, alors Ay o(h) =1, Vh € b.

On sait qu’il existe une base de Malcev de g relative a fh ou encore appelée base co-
exponentielle de g relative a b, notée Z(h) := (Zx,,...,Zx,) ot p =n—d estla
codimension de § dans g.

Elle est aussi construite de fagon canonique a partir de Z.
Pour cela, posons {k1 < ... <k,} ={i€{l,...n}, Z; ¢ h+gi11}.

On obtient le difféomorphisme Eg/y suivant :

Ecn RP — G/H

w=(wy,...,wp) +—— W1y WLy, - H

(2.5)

On en déduit que C.(G/H) des fonctions numériques ¢ : G/H — C, qui sont continues
a support compact, s'identifie & C.(RP) muni de la mesure image de la mesure de
Lebesgue sur RP. Ainsi on a pour toute fonction ¢ € C.(G/H)

/ ©(g) dg :/ gp(wlel...prkp . H) dw (2.6)
G/H RP

ol dw est la mesure de Lebesgue sur RP.
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1.3 Représentations induites

Considérons I'espace suivant :

K(G,H) = {F : G — C, continue et a support compact modulo H

telle que : F(gh) = A, ,(h)"'F(g), V(g9,h) € G x H }

Le groupe G agit sur cet espace par translation a gauche. Il est démontré dans [B-A] qu’a
un scalaire multiplicatif pres, il existe une unique forme linéaire positive G-invariante
sur K (G, H). On la note généralement v g ou plus simplement v et on a ainsi :

ven(F) = f[i; ., F) drcnli), VP € K(G, 1)

On remarque que si Ag = Ay sur H, alors v g est une mesure G-invariante sur l’espace

homogene G/H et K(G,H) = C.(G/H).

Soit mp une représentation unitaire de H dans l'espace de Hilbert H,,. On peut lui
associer un nouvel espace :

K, (G, H) = {F : G — Hn,, continue et a support compact modulo H
telle que : F(gh) = Ag(h)"2 mo(h™Y)(F(g)),¥(g,h) € G x H }

Si F est un élément de K, (G, H), application g — || F(g) ||%{7rO appartient a K (G, H).
Cette relation nous permet de définir une norme L? sur K, (G, H) de la maniere sui-

vante : )

1Pl = (1P @I, 0)"

On définit la représentation induite indg mo de G comme la représentation réguliere
gauche de G sur le complété L*(G/H,m) de K., (G, H) par rapport a la norme || - |2
définie précédemment, i.e.,

(ind§ m0)(2)(£)(y) = &(x™'y), Va,y € G, £ € L*(G/H, m).
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1.4 La méthode des orbites

Nous allons décrire le dual unitaire G de G, c’est-a-dire, I’ensemble des classes d’équivalence
de représentations unitaires irréductibles de G.

Celui-ci peut etre paramétrisé via la méthode des orbites de Kirillov-Bernat-Vergne.

Soit [ un élément de g*. Prenons une polarisation b en [ satisfaisant la condition de
Pukanszky. Pour une telle polarisation, définissons 7 par :

. 1G
T = Tle = ll’ldB Xi-

Théoreme 1.1. m; est une représentation irréductible de G' et sa classe d’équivalence
[71,6] dépend uniquement de lorbite coadjointe de l. Chaque représentation irréductible
7 est équivalente a une représentation induite mp d'un caractere x; d’une polarisation
de Pukanszky.

De plus, [’application suivante, appelée I’application de Kirillov-Bernat-Pukanszky-
Vergne ou plus simplement 1’application de Kirillov

~

K: ¢g/G — G
G-l +— [mp) = 7Tgu
est un homéomorphisme.
Démonstration. Pour les détails, voir [L-L]. O

1.5 Représentations intégrées

Soit 7 une représentation unitaire irréductible de G.

Elle provient d’une forme linéaire [ € g* et d’une polarisation de Pukanszky B = exp b
en l, i.e., m = mpp.

Soit f € L'(G), on lui associe sa transformée de Fourier en 7, définie par 'opérateur

w(f) = /G f(g)r(g) dg , (5.7)
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Cette représentation de L'(G), appelée aussi représentation intégrée, est définie sur
L*(G/B,x,), le méme espace que 7.

Cette représentation agit sur L*(G/H, x,) de la maniére suivante, pour £ € H, :

m(f)§ € H,

G — C
r /f(g)(ﬂ(g)é)(x) dg

Proposition 1.2. Pour toute fonction f € L'(G), lopérateur w(f) donné par (5.7) est
un opérateur a noyau. L’application Fy : f —— F.(f), associant a f € L'(G) le noyau
de lopérateur w(f), est donnée par

F0)0) =570 [ 8,,0)F by @) i @ eGxG 63
B
Remarques. 1. Il est facile de vérifier que F,(f) satisfait la relation de covariance :
Fr(f)(2b,yb) = X, (0)x, (0 ) Fr(f)(2,y), Vz,y € G,Vb,b € B, (5.9)

L’ensemble des fonctions F': G x G — C, vérifiant cette relation de covariance et qui
s’identifient, -moyennant le difféomorphisme Eg-, avec des fonctions de C°(RP x RP),
sera noté C°(G/B x G/B ;x,).

2. Si on suppose que G est unimodulaire, la formule (5.8) se simplifie
) = [ Sty ) b (o) € G xG. (5.10)
B

Dans ce cas, étudions la transformation des noyaux le long d’une orbite coadjointe.

Considérons les formes linéaires [ et I’ sur g* dans la méme G-orbite coadjointe, i.e.,
" = ¢g.l pour un certain g € G.

Soient m; = indg(l)xl et mp = indg(l,)xl/ et comparons les noyaux Fy, (f) et Fr, (f).

Les polarisations de Vergne respectives en [ et I’ vérifient clairement

b(I') = Ad(g).b(I) et on a B(I') = expb(l') = g.B(l).g~".

Comme ces deux formes linéaires sont dans la méme orbite, on peut supposer qu’elles
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operent sur le méme espace de représentation H, alors, pour £ € H,z € G,

@ Ow = [ B

- / / F Ty ) () dhé (y)dy
G/B(l") Jg.B(l).g~1

- / / F((.9)-h(y.9) " )xe (g.hg™ " )dhé (y)dy
G/B() JBQ)

_ / F((.9)1(y.9) (g7 9)h(g ™ 9))dhE (y)di
G/B() JBQ)

=/ Fo(f)(@.9,9.9)¢(y)dy
G/B(l')

Finalement, on obtient

Fr, ()(x,y) = Fr,(f)(x.9,9.9), v,y € G. (5.11)

3. Supposons que G est unimodulaire et que g = RX & gg, ou gy est un idéal de
codimension un dans g. Supposons que l'orbite coadjointe passant par [ est saturée par
rapport a Gy, ¢’est-a-dire que g(l) C go.

Notons ly = {|g,.

Dans ce cas, chaque polarisation b en [y dans gy est aussi une polarisation en [ dans g.
Notons B = expb, m := indgxl et m, = indgoxlo pour les représentations induites
correspondantes de G et Go. Alors 7 est équivalente a indgomo. On la décrit de la
maniere suivante :

Notons &(t, go) = £(t)(g0) = &(exp(tX)go) pour & € $,,, U'espace de Hilbert sur lequel
m agit.

Alors, pour presque tout t on a £(t,-) = &(t)(1) € 9z, Vespace de Hilbert de la
représentation m,, ’équivalence unitaire entre m; et indgom0 étant réalisée par l'ap-
plication & € Hz, — £(-)(-) € L*(R, H, ), muni de la bonne relation de covariance.

Pour f € S(G), posons f(s)(-) = f(s,-) € S(Go) avec f(s)(go) = f(s,90) := f(exp(sX)go).
On obtient

(nE) @ = [ 16)(mloe)s)wdy
= /G f(9)€(g™" exp(sX)u)dg
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- /G F(g™)E(g exp(sX)u)dg
_ /G flexp(sX)g )€ (gu)dy
- / [ Flexp(s2X)g5" exp(—tX)e(exp(tX gy daod

/. flexp((s — ) X)[exp(tX)go exp(—tX)] )& (exp(tX)gou)dgo| dt

[ G = bl (X g exp(=£X)] e guuddgo |

[ Sl =t esp(tX)ay exp(—X)E() (g5 w)dgo |t

[ 4006 = 0) aotoag ]
o (H(F(s — 1) €0 ).

I
—— i — i — 5

(m()g) () ) =

pour tout u € Gy, ou “p(v) est définie par '¢(v) = p(exp(tX)vexp(—tX)).

Donc

(m(01€) (9 = [ 7 ("(56s - ) )ettrat,
R
i.e., m(f) peut étre vue comme l'opérateur défini par 'opérateur a noyau suivant
s (t(f(s - t))>, (5.12)

agissant sur L*(R, §, ), car Papplication ¢ +— £(t) est dans L*(R, §y, ).

1.6 Cas particulier des groupes de Lie nilpotents

Le matériel suivant est standard et est traité dans de nombreux ouvrages, voir par
exemple [C-GJ.

Dans cette section, nous supposerons que g une algebre de Lie nilpotente et G = expg
le groupe de Lie connexe, simplement connexe correspondant.

Dans ce cas, on sait qu’il existe une suite de Jordan-Hélder

{0}=goCg C---Cgn=0y.
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Fixons une telle suite, ainsi on obtient la base de Malcev associée
{X17X27 s aXn}

en prenant X; € g; \ gi_1-

Dans g*, on considere sa base duale { X7}, X5, -+, X}}.

1.6.1 Paramétrisation des orbites coadjointes

Pour [ € g*, notons encore ; = Ad"(G)(l) = G - [ l'orbite passant par [ sous l'action
coadjointe et soit

g() ={Xeg| <L[X g >={0}}

I’algebre de Lie du stabilisateur de I.

Définition 1.2. Position générale au sens de Pukanszky.

Un indice j € {1,2,--- ,n} est appelé indice de saut pour [ si

o(l) +g; 2 9(l) + 951

Posons
e(l) ={j | j est un indice de saut pour [}

I’ensemble des indices de saut pour [.

On peut montrer qu’il existe deux ensembles disjoints S,7° C {1,2,...,n} tels que
SUT ={1,2,...,n} et tels que les assertions suivantes soient vérifiées : la fonction P
définie sur g* par

P(l) = det(< 1, [X5, Xj] >), g
est un polynome G-invariant sur g* et Uensemble U = {l € g* | e(l) = S} de g* est
obtenu par

U={leg | P()#0}

Donc U est un ouvert de Zariski, G-invariant, i.e., un ouvert dense de g* et ses éléments
sont dits en position générale ou génériques au sens de Pukanszky pour la suite
de Jordan-Holder donnée.

Notons gp,, = U.
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En fait, les ensembles U et S sont définis par la condition suivante :

si on note V; = gjL =< X7, X, >, alors [ € U si et seulement si la dimension de
l'orbite de { (mod V;) dans g*/V; est maximale pour chaque j.

On peut alors montrer que les éléments de U ont tous le méme ensemble d’indices de
saut, noté S et réciproquement que chaque [ admettant S comme ensemble d’indices
est dans U (voir [C-G]).

Les ensembles gp,,;., S, T dépendent bien-str du choix de la suite de Jordan-Holder.

Il existe une paramétrisation des orbites des éléments de U : soit S = {j; < jo < -+ <
n

Joa}, notons | = Z [;X; et identifions | avec un élément de R". Il existe des fonctions

=1

Q1,Qo, . ..,Q, vérifiant :

(i) Les fonctions Q;(l,t) sont rationnelles non-singulieres sur U x R??. Pour [ fixé dans
U, ce sont des polynomes en t € R??.

(ii) Pour chaque | = ZliXi* fixé dans U, la fonction Q(I,t) = ZQi(l,t)Xi* envoie
i=1 i=1

R2¢ difféomorphiquement sur l'orbite G - [, qui est une sous-variété fermée de g*.

(ili) Pour 1 fixé, la fonction Q;(I,t) dépend uniquement des ¢; tels que j; < j.

(iv) Sij ¢ S, alors Q;(l,t) =1; + R;(ly,...,lj_1,t1,...,t;) ol ¢ est le plus grand indice

tel que j; < j et R; est rationnel. De plus, Q:(l,t) = L.

(v) Qj,(1,t) =t;.

(vi) U est G-invariant et si t € R?? est fixé, chaque Q;(l,t) est une fonction rationnelle

non-singuliere sur U, constante sur les G-orbites.

(vii) Pour N € N suffisamment grand , les fonctions P(1)NQ;(l,t) et P(1)VR;(L,¢),

j€{1,2,...,n}, sont des polynémes. (Voir [C-G])

Remarque. Il existe autre maniere de paramétriser les orbites coadjointes introduites
dans [L-Z]. Nous utiliserons cette méthode et ’adapterons aux groupes de Lie nilpotents
variables (voir chapitre 3).
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1.6.2 Formule de Plancherel

Comme ci-dessus, considérons les ensembles définis S, T'= {1,...,n}\ S et posons

Vp=) RX;Cg'etVg=)» RX;Cg"

JjeT jes

Alors g* = Vi @ Vg et 'ensemble U N Vp est une section des orbites coadjointes en
position générale, c’est-a-dire, coupe chaque orbite coadjointe en position générale en
un seul point.

Soit p = |Pf(1)|dl la mesure de Plancherel, .
Considérons Pf(l) le Pfaffien défini par

N =

PF)] = (P())? = (det(< 1, [X:, X;] )i jes) .

Alors la mesure dy = |Pf(1)|dl est une mesure de Plancherel sur G, qui est basée sur

Vr N gp,- La mesure dl désigne la mesure de Lebesgue sur Vr telle que le volume du
cube unité de Vr soit égal a 1.

Rappelons le théoreme de Plancherel :

Théoreme 1.2. (i) Si G est un groupe de Lie nilpotent, dx est une mesure de Haar
fixée sur G et u = |Pf(l)|dl la mesure de Plancherel correspondante, alors

A IXG) — /@ HS(H, )dp(r)

est une isométrie. Ici HS(H,) désigne les opérateurs de Hilbert-Schmidt sur $.. Si
f e LYG)N LA(G), alors la formule précédente signifie que

Af = [ w(piutm = [ BT
(11) Si m(f) et m(g) ont comme noyauz les fonctions F(l,-,-) et G(l,-,-), alors

< fg>= / tr(m(f)m(g*)>|Pf(l)\dl= / / / F(l, 2, y) G 2,9)| P (1) dedydi
TOGp L TNGp,, /R JRY
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et

1= Amlspsoa= [ [ [ P PIpsoldedy
VrO8pyk VrOgh,, YRY JR

Remarque. En particulier en utilisant la formule (5.12) de la section précédente, on
obtient la relation suivante pour les normes de Hilbert-Schmidt :

I Dlss = [l s = ) Iysdsat



Chapitre 2

Transformation de Fourier L?P dans les

groupes de Lie fortement x-réguliers

2.1 Introduction

Soit GG un groupe localement compact séparable unimodulaire de type I et G son dual
unitaire, I’ensemble de ses classes d’équivalence de représentations irréductibles unitaires
muni de sa structure de Borel-Mackey. Soit dg la mesure de Haar sur GG. La transformée
de Fourier & valeurs opérationnelles sur G envoie chaque ¢ € L'(G) dans le champ
d’opérateurs bornés, F(¢) = (m(¢)),cq sur G, o 7(p) est défini par

m(p) = /Gso(g)ﬂ(g)dg-

Soit 1 la mesure de Plancherel @, qui est uniquement déterminée par la formule de
Plancherel abstraite : pour p € L'(G) N L*(G),

/ o(g)Pdg = / tr((n ()" () da ().
G G

L’inégalité de Hausdorff-Young (voir [Ku]), établie pour un groupe séparable localement
compact unimodulaire de type I, est donnée par

([ix@ltan) < ([ 1e@ras)’ a1
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ol p € LYG)NLP(G), 1 < p <2, qest Pexposant conjugué de p, i.e., + + % =1, et

1
p

I(@)lE, = tr((w(e) m(e))? ).

Etant donné un champ pg—mesurable d’opérateurs bornés F' sur @, posons

1Pl = ([ 1P@IE,du(m)*.

Ainsi 'inégalité (1.1) devient
IF(P)lg < llllp-

Donc 'application ¢ +— F¢ de L'(G) N LP(G) dans LY(G) s’étend en un opérateur
continu F? : LP(G) — L4(G) et sa norme d’opérateur est majorée par

IFP(G) = sup [[F()llg < 1.

llellp<t

Il est prouvé dans [Fol, que ||FP(G)|| = 1 si et seulement si G contient un sous-groupe
compact ouvert.

Dans ce chapitre nous allons donner une estimation de la norme || F?(G)|| pour une

certaine classe de groupes de Lie résolubles. Beckner [Be| a traité le cas des groupes
1.1

abéliens G = R™ et a obtenu la norme || FP(R")|| = A7, ot A, = <]£>§-

1
q?
De nombreux résultats ont été obtenus pour d’autres types de groupes (voir [Bal,[Be],[Fo],

[F-R],[In],[Rul]). Récemment, ces travaux ont été généralisés dans [B-S-1] :

Théoreme 2.1. Soient G un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement connexe
d’algebre de Lie g et m la dimension des orbites coadjointes génériques. Alors pour
l<p<2 0na:

2dimG—m

[FPG <A = . (1.2)

Dans le cas des groupes localement compacts non-unimodulaires de type I, il existe un
champ d’opérateurs positifs auto-adjoints non nuls (K;)_ & et une mesure p sur G tels

~ -1

que pour ¢ € LY(G) N L*(G) et pour u—presque partout m € G l'opérateur () K>

-1 -1

s’étend en un opérateur d’Hilbert-Schmidt sur H,, 'espace de 7, de plus K* 7(¢) K+
est un opérateur a trace. Alors la formule de Plancherel s’écrit (voir [D-R]) :

-1 -1
loll2 = /G tr (K2 m(" * o) K2 )du(r).
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En définissant la transformée de Fourier par le champ a valeurs opérationnelles suivant :

Terp [Te] et Fiihr [Fu] ont étendu le théoreme de Hausdorff-Young dans ce cas.

Eymard, Terp [E-T] et Russo [Ru2] ont obtenu une estimation plus précise de la norme
| FP(G)]| pour le groupe des transformations affines de la droite réelle, appelé le groupe
” aX_|_b77 .

Une extension de ces résultats a une certaine classe de groupes de Lie completement
résolubles a été donnée par Inoue : les groupes de Lie connexes, simplement connexes
G = expg, ou g est une j—algebre normale qui est caractérisée par le fait que G est un
groupe d’automorphismes affines agissant simplement et transitivement sur un domaine
de Siegel de type II (voir [In]). On étudiera cet exemple dans la section 2.4.3.

Notre étude porte sur une classe de groupes de Lie exponentiels fortement x-réguliers
(voir définitions 2.1 plus loin ).

Notre résultat principal est le suivant :

Théoreme 2.2. Soit G un groupe de Lie résoluble exponentiel possédant la condition

de x-régularité forte. Soit m la dimension mazximale des orbites coadjointes.

Soient 1 < p < 2 et q l'exposant conjugué de p. Alors pour tout ¢ € LY(G) N LP(Q)
~ -1

et p-presque toute représentation m € G, lopérateur wP(p) = m(p) K=" est borné, son

extension est de classe Cy et on a linégalité suivante :

2dimG—m

([ 1=t aum)* < 4" ol
G
2.2 Formule de Plancherel localisée

2.2.1 Plusieurs décompositions
La formule de Plancherel pour les groupes de Lie exponentiels a été obtenue par Duflo
et Rais dans [D-R].

Soit Z = exp} le centre de G. Soient A = exp a un sous-groupe fermé connexe de Z et
Xy le caractere unitaire de A associé a la forme linéaire fixée ¢ € a*.
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Posons
gy =1 €g" : la=1} et (2.3)

éXw —{red : Ta = Xp-1d}.

On en déduit, d’apres [L-L], que I'espace des orbites g;,/G est homéomorphe a @X , Via
I’application de Kirillov.

Pour 1 < p < +o0, l'espace LP(G/A, xy) est 'ensemble des fonctions mesurables

¢ : G — C telles que ¢(ga) = xy(a)p(g) pour tout g € G, a € A et

p _ p
leWciano = | oo < oo

Pour p = 1, on obtient une *-algebre de Banach pour le produit de convolution défini,
pour ¢ et ¢’ dans L'(G/A, xy), par :

pr¢(g) = / p(u)¢'(u™'g)du, g € G/A
G/A
et I'involution * par :

f(z) =Ag(z ) f(z), 2€G, fc LI(G/A,Xw).

Naturellement ’espace CAJX , est aussi I'espace dual de l'algebre L'(G/A, xy).

Désignons par {2y, € gy, /G une orbite coadjointe dans g, et par g, € éx ., lareprésentation
correspondante de G.

D’apres [Pu], il existe une fonction rationnelle non nulle ¢ définie sur g* telle que :

E(x-1) = Ag(z HE(D) pour tout » € G et [ € g*. (2.4)

Fixons une telle fonction . Il existe une unique mesure jig,, sur g, /G telle que, pour
toute fonction borélienne ¢ sur g*, on a d’apres [D-R]

[ oiwia - /*/G [ o(0)do, ()dc () (25)

ou dfBq , est la mesure canonique sur €.

Alors djug 4 est la mesure de Plancherel localisée sur g;, /G ~ éx "
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Rappelons le fait que, si 7 est une représentation irréductible de GG dans l'espace de
Hilbert H,, alors d’aprés [D-M], il existe un unique opérateur auto-adjoint et positif
K, dans H, qui est semi-invariant de poids A~!, ce qui signifie que :

m(9)Kxm(9) ™ = Ac(g9) ' K., Vg €G.

Dans le cas ou ™ = 7, b et AG‘B = 1, K, n’est rien d’autre que l'opérateur de multipli-
cation par la fonction &, ot € est définie par : £(z) = &(z - 1), Vo € G (voir [D-R]).

Alors pour chaque ¢ € C*(G), pour presque toute orbite €, € 9, /G, Topérateur
Kr £y ma, (¢) Kx = est a trace et

—1 —1
2

(K2 0, (6) K2 ) = ]Q (T (6 0 exp)) DIEWD)| "B, (1),

ou I' est une fonction positive Ad(G)-invariante sur g, qui ne dépend pas de &.

D’apres [D-M] et [D-R] la formule de Plancherel s’écrit

=1
2

ol = | e 0, (67 )1 a0, (2.
9y

D’autre part, on obtient une décomposition de la mesure de Plancherel pour une fonction
mesurable F sur G :

/ ’/TQ du / / 7TQw dugw(le)dlb
g*/G 9¢/G

Soit ag le noyau de ¢ et Ay = exp ap.

Consiérons P : G — G/ Ay, la projection canonique et y,; le caractere de A/A associée
a1 € (a/ag)*, défini par la formule : Xa© Pa = xy.

On en déduit que, pour 1 < p < 400
LP(G/A,4) = LP((G/Ao)/(A[Ao), ¥) (2.7)

et A" = A/Ap est un sous-groupe central de G’ = exp g’ = G/A,.

Remarquons que Lq(ax ,) est isométriquement isomorphe a L9 (Z?X ;) d’apres la formule
de Plancherel (2.6), si ¢ est 'exposant conjugué de p.
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2.2.2 La position générale

Supposons a présent que G n’est plus unimodulaire.
Soit Gy = exp go le noyau de la fonction module Ag de G.

Alors g est un idéal de codimension un de g et il existe un ouvert dense g, de g tel
que l'orbite coadjointe d’un élément dans g, est de dimension maximale et est saturée
par rapport a go.

Les éléments dans gg,, sont dits génériques ou en position générale.

Soit X € g tel que g = gg ® RX. Soit 1o | la mesure de Plancherel de @0 Le groupe
G / G ~ exp RX agit par conjugaison sur Go Calculons la mesure de Plancherel p de
Go a partir de u et de 'action de G /Gy sur GO

Soit p* : g* — g; la projection canonique et soit [y la restriction a go d'un élément
l € g*. Sil est générique, alors g(l) est un idéal de codimension un dans go(ly) et son
orbite €); vérifie :

U Ad*(exp tX)Q),

teR
ol ) est la Go—orbite de lj.

Pour ¢ € R et (g, Hx,) € Go, on définit la représentation exp(tX) - 7 sur Hy, par :
exp(tX) - mo(g0) = mo(exp(—tX)go exp(tX)) =: m(g0), 9o € Go.

Pour [ € g* générique, le stabilisateur g(I) est nilpotent. Donc pour ces formes linéaires
[,on a:

Aq(s) = Agpy(s) = 1, pour tout s € G(I) (2.8)
(voir le chapitre II dans [B-A]).

Ce qui prouve que G(I) C Gq et que les orbites coadjointes passant par ces formes [
sont saturées par rapport go. En particulier, toute polarisation de Pukanszky p en [
est aussi une polarisation de Pukanszky en I € gg,,.

Prenons [ € g}, et a € gy. Il existe t € Go(lo) C Go tel que [+ a = Ad*(t)] et ainsi
d’apres (2.8)
§(l+a) = (A" (1)1) = Ag(t)8(1) = £(1). (2.9)

On peut ainsi définir une fonction £ sur les éléments génériques dans g; en posant :

(o) =€), 1eg g =1lo (2.10)
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Cette fonction £ est rationnelle (comme & I'est) et d’apres (2.4), on a
E(z - 1o) = Ag(zHE(ly) pour tout = € G et Iy € gg,. (2.11)

En particulier, la fonction € est Gy-invariante.

Soit & une fonction borélienne positive sur G définie par :

Eo(m,) = &(lo)

et soit U ’ensemble borélien de éo défini par :

U .= {7T0 € @0, &)(7’(’0) = 1}

Ainsi on a, pour my € U :

Eo(exp(tX) - mo) = E(exp(tX) - lo) = Ag' (exp(tX)).

D’apres Duflo et Moore (voir [D-M] Théoreme 6), le sous-ensemble borélien G-invariant
U de Gy est tel que V=indU = {r = de 7o, Mo € U} est un sous-ensemble mesurable
de G tel que ,u(G V) = 0 et quelque soit la fonction mesurable ¢ sur U on a :

i, (o) d o (o) / i d(exp(tX) - mo)&o(exp(tX) - mo)dtdu(m) (2.12)

oumy € U et Qy =exp(RX) -7

2.2.3 Cas particulier : G unimodulaire

Supposons a présent que G est unimodulaire et gy un idéal de codimension un de g qui
contient le centre 3 de g.

On peut donc supposer que la fonction £ définie par (2.4) est constante égale a 1 et les
formules se simplifient.

Soit X € g\ go. Le sous-groupe fermé Gy = exp gy est unimodulaire et normal dans G.
D’apres la théorie de Mackey (voir [K-L]), il existe un sous-ensemble borélien U C Gy
tel que W = indU = {indgowo . m € U} est un sous-ensemble borélien de G vérifiant

(G —W) =0.
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De plus, on peut supposer que U coupe chaque orbite exp(RX) - 7, m9 € U, en un seul
point 7 (voir [Ma] Théoreme 3.2).

On obtient de cette maniere une décomposition de la mesure de Plancherel localisée ,ug

de (é\g)x : pour tout sous-espace a de 3, tout y € A et toute fonction borélienne ¢ sur

—~

(GO)X :
/(  G(mo)di (o) = /G X [ oexp(ex) - ma)atd ). (2.13)

Go)x

2.3 Inégalité de type Hausdorff-Young pour les opérateurs

intégraux

Rappelons cette inégalité, due a Fournier et Russo dans [F-R].
Soient ‘H un espace de Hilbert complexe et B(H) I'espace des opérateurs bornés sur H.

Soient X' un espace de mesure o-finie et L?(X,H) I'espace de Hilbert des fonctions a
valeurs dans H de carré intégrables et K un opérateur intégral sur L?*(X,H) dont le
noyau a valeurs opérationnelles k est défini par :

Kn(z) = /X ke, y)n(y)dy,

pour tout n € L*(X,H), et presque tout x € X.

Posons k*(z,y) = k(y,z), =,y € X.

Pour p, ¢ dans [1, +00[, définissons :

b = ([ ([ Irte o)1z, do)ian)

Sil < p <2 qest Pexposant conjugué de p et si ||k]|,, et ||k*]|,, sont finies, alors
l'opérateur & noyau K appartient & C,(L*(X,H)) et

1 1
1K Ne, < IEl7.allE 13- (3.14)

Remarque. Inégalité de Minkowski généralisée.

Rappelons I'inégalité de Minkowski généralisée pour les intégrales.



28

Soient r > 1 et deux espaces mesurés (X, i), (Y,v), alors pour chaque fonction mesu-
rable FF: X xY — C, on a

([ ([irwitaw) aw) < [ ([ reorao) o,

2.4 Estimation de la norme de la transformée de

Fourier L?

2.4.1 Induction par un idéal de codimension un

Pour démontrer notre théoreme principal, on aura besoin du lemme suivant :

Lemme 2.1. Soit G un groupe de Lie exponentiel résoluble unimodulaire. Soient A =
exp a un sous-groupe fermé du centre Z de G' et x = x4, ¥ € a*, un caractére unitaire
de A.

Soit go = Lie(Go) un idéal de codimension un de g tel que :
i) presque toutes les G-orbites sont saturées par rapport a go

i) pour 1 <p <2,

2dzm(G0/A)—m?p

1
([ Imeoladt) <4 lenluam
0

Go)x

ot g € Co(Gy/A) et mfb = sup { dim(Go 1) 5 L € g5y } Alors pour 1 <p <2,

2dim(G/A)7'mw

([ In@ltdin@) <4, = lelme,

G
ou € C.(G/A) et my = sup{dim(G ) le gfp}

Démonstration. Soient | € g* telle que g(l) C go et m € G la représentation correspon-
dante. Nous savons que nous pouvons réaliser la représentation m; comme

m = indgomo avec ly = lg,-
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Identifions I'espace H of m a L*(R, Hy), 'espace des fonctions L? sur R a valeurs dans
Ho par rapport a la mesure de Lebesgue dt, H, étant 1’espace de Hilbert de 7.

Pour ¢ € C,(G), on rappelle que le noyau k() de I'opérateur 7(p) est donné par la
formule (5.12) :
kjﬂ'l(‘ﬁ)(t’ S) = ﬂ-fo(gp(t -5, ') € B(HO), S;t S R)

ou m; est la représentation de G définie par :
7y (90) = mg (exp(—sX)go exp(s X)), go € Go

et ©(t,.)(g0) = w(exp(tX)go) € Ce(Go).

Calculons a présent la norme de ce noyau :

1

lhaola = ([ ([ Wniott ol ) as)’

:<4(4Wmm—&»%wf@f
_ / /||7rl0 i) as)

[ Mnoladin) = [ [ ([ et i i) dsdustt)
g9,,/G 9,/G

(en utilisant I'inégalité de Minkowski généralisée pour les mesures dt et dsdpu, (1))

<(/( /m/w% DI dsdyny (1)) )

_ (/}R(/g . I (ot NI, dugao))?dt)f’ ( par la formule (2.13)).

Donc

On peut maintenant utiliser les hypotheses de ce lemme et on obtient :
2d1m(GO/A q
g ——5— P
/ ) 15 (o) 5.q s (1) < Ap / leo(t, ”LP(GO/A X) ) :
9y

Comme les orbites sont saturées, il s’ensuit, par la formule (1.1) du chapitre 1, que
My, = My, — 2
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et ainsi

2dim(Go/A) — my, = 2dim(G/A) — my.

Donc
2dim(G/A)—mw

[ Penolltgdin(m) < A5 7 1ol n

X

D’apres la formule (3.14) et le fait que k() = kr(er), on obtient :

| I din®) < [ Wl oo Pading ()
Gy Gx
1 1
< ([ Mhsolatinm)” ([ Meon lgdinm)
Gy Gx
2dimG/A—m 4 4
< AZ ’ HSOHEP(GM,X) HSO*HEP(G/AO()
2dimG/A—m
= AZ ’ H@H%p((;/AXy
On en déduit enfin que :
1 2dimG/A—m
([, @) <47 el

2.4.2 Les groupes de Lie fortement x-réguliers

Définition 2.1. Soient G un groupe de Lie exponentiel résoluble et n un idéal nilpotent
de g contenant [g, g]. Pour [ € g*, considérons

gl) = {X € g : I([X,n]) = {0}},

m(l) = g(l) +n Co(l) = g(lja) + 0

et

m(l)* =) C*m@), o) =[] c* W),

k>0 k>0
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ott CE(0(1)) = [0(1),C*(0())] est le k-ieme terme de la série centrale descendante de
9(1), de méme pour m(l)>.

On dit qu’'un élément [ € g* est n-x-régulier G si

< Il,m(l)> >= {0}.

On dit qu’un élément dans g* est fortement n-x-régulier si

< l,o(l)>* >= {0}.

Un groupe de Lie exponentiel G = exp g est fortement n-x-régulier, s’il existe un
ouvert de Zariski dans g* tel que chaque élément de ce sous-ensemble est fortement
n-x-régulier.

Cette définition, introduite pour des raisons techniques (voir le Sous-cas 2-1 dans la
preuve de la Proposition 2.1), dépend du choix de n, le meilleur choix étant le nil-
radical de g :

Définition 2.2. On dit que G est fortement x-régulier, si n est le nil-radical de g.

Exemples 2.1.

1. Les groupes de Lie nilpotents sont fortement x-réguliers. Tous les groupes de Lie
exponentiels connexes, simplement connexes G tels que dim G < 4 sont fortement
s-réguliers, excepté le groupe G49(0), connu sous le nom de groupe de Boidol (voir
[Bo]). Cet exemple sera étudié dans la Section 4.2.

2. Les j-algebres normales sont fortement x-régulieres.

Rappelons tout d’abord la définition de cette classe spéciale d’algebres et ses princi-
pales propriétés.

Définition 2.3. Soient (g,[.,.]) une algebre de Lie réelle complétement résoluble,
j: g — g un automorphisme tel que : j? = —Id|,; et w une forme linéaire sur g.
Une j-algébre normale est la donnée du triplet (j,g,w) vérifiant les conditions
suivantes :

1.
Y1, Yo 4 j[Y1, jY2] + Y1, Yo] = [jY1, jY2] = 0, VY1, Y5 € g,

2. La forme bilinéaire suivante définit un produit scalaire j-invariant sur g :

B,(Y1,Ys) =< w,[Y1,7Ys] >, VY1.Y, € g,
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Posons G = exp g le groupe de Lie associé.
En utilisant le produit scalaire B,,, on obtient une premiere décomposition de g :

g=ls,0lPa,

ou a représente le complément orthogonal de [g, g] par rapport a B,, en particulier
c’est une sous-algebre commutative. Notons » = dim a.

La structure des j-algebres est contenue dans le théoreme suivant :
Théoreme 2.3. (Pyatetskii-Shapiro)[P-S]

1. Il eziste une base {Ay,..., A} de a telle que, si l'on pose E; :== —jA,, alors
[Ak, El] = 6klEl (1 S k,l S ?").
2. Soit {an, ..., } la base duale de { Ay, ..., A.}. Alors les seules racines possibles

sont de la forme :
Qg /2 (1<k<r),

(am — ) /2, (o + ag) /2 (I1<k<m<r),

0l g, ={X €g; [C.X]=0a(C)X, VC € a}.

3. Les espaces radiciels go, (1 <k <) sont de dimension un : g,, = RE}.

9(0) = ap ( & g(ocm—ak.)/2>7

1<k<m<r

4. Posons

9(1/2) = P (a2
k=1

a(1) = <é9REk) 4 ( & g(am+ak)/2>7

1<k<m<r

alors on a la décomposition de g suivante :
g=29(0)®a(1/2) ®g(1).
Soit | € g* en position générale, c’est-a-dire :

de=(e1,...,6) €{-11} " tel que <,E; >=¢;, i=1,...,r
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Soit n le nil-radical de g. Alors n = [g, g].
Le groupe G est fortement *-régulier, en effet :

g(lj) +n Cn.
Démonstration. Sinon, 3 A € a tel que A € g(l},), i.e. :

<L[AU]>=0, VU €en.

T T
Soient U = chEk, c, ER, et A= Z%’Ai, a; € R.
k=1 i=1

<L[A U] > = <l [iaiAi,ZT:ckEk] >
i=1 k=1

= Zaici < l, [AZ,EZ] >

=1

r
= Zaici < l7EZ >
=1
r

= E a;C;E;.

i=1

Or on peut trouver des réels ¢; tels que : Z a;c;e; # 0. Ce qui contredit 'hypothese

=1

de départ.
Donc g(ljn) +n C net 9(1)* = {0}.
Ce qui implique la *-régularité forte de G. n

. On peut trouver des groupes G = expg dont les éléments génériques dans g* sont
x-réguliers, mais qui ne sont pas fortement *-réguliers.

Un exemple est donné par le groupe G dont 'algebre de Lie g est donnée par la base
{Zy,Zy, Z3, Zy, Zs, Zs, Z } et les crochets suivants :

[Zl,Z:s] = —Z3, [Z17Z4] = Zy, [ZSvZ4] = Zr,

2y, Zs| = —Z5, [Za, Zs| = Zs, [Zs, Zs] = Zz, |21, 2] = Z7.

Ainsion a : n =< Zg, Zy, Z5, Z@, L7 > .
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Si l'on prend [ € g* en position générale, i.e., [(Z7) # 0, alors on obtient :
g9(l) =< Z7 >, d’ou (g(I) +n)>* = {0}, ce qui signifie que [ est *-régulier.
Cependant (1) = g ainsi 9(1)> = n.

On en déduit que G n’est pas fortement x-régulier.

Remarques. 1. L’ensemble 0(1)* est le plus petit idéal dans 9() tel que 9(1)/0(1)>®
est nilpotent.

2. Soit n le nil-radical d'une algebre de Lie g. Soit b un idéal de codimension un dans
g. L'intersection de n avec b est un idéal nilpotent de b qui contient [b, b].

2.4.3 Le cas unimodulaire

Supposons a présent que G unimodulaire.

Dans ce cas, on a £ = 1. Ainsi K, = Id et notre formule se réduit a

ol = [ trma(6” » é))de(re).

Gx

Dans la suite, n désignera un idéal nilpotent contenant [g, g] et N = expn son groupe
de Lie connexe associé.

De plus, comme notre théoreme principal sera localisé, nous avons besoin d’une version
localisée de la condition de n-x-régularité forte.

Définition 2.4. Soient A = exp a un sous-groupe fermé connexe du centre Z(G) de G
contenu dans N et ¢ € a*.

On dit que G est fortement n-y-+-régulier s’il existe un ouvert de Zariski dans gj,
tel que :
< 1,0(1)* >= {0}, pour chaque [ dans cet ouvert.

Démontrons le résultat qui suit :

Proposition 2.1. Soit G un groupe de Lie exponentiel résoluble unimodulaire fortement
n--x-réqulier. Alors, pour 1 < p < 2,

2dim G/A—md)

1
(]Il dnst@0)" < 4 ellaias,
9y,

ou p € Co(GJA) et my, = sup{ dim(G-1); l € g;j}}
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Démonstration. Prouvons ce résultat par récurrence sur dim(G)+dim(G/A) =: 6(G, A).

Si0(G,A) =1, alors G = A =R et on a le résultat d’apres W. Beckner [Be], car on est
dans la situation abélienne.

Si 0(G,A) > 1, soient 3(g) le centre de g, 3 = nN3(g), ap le noyau de ¥ et Ay = exp ay.

D’apres [L-L] page 34, nous devons traiter les cas suivants :

Cas 1. dimj = 0.

Sous-cas 1.1. : il existe un vecteur non nul ¥ € n et une forme linéaire réelle
non nulle « sur g tels que :

[X,Y] = a(X)Y, VX € g.

Sous-cas 1.2. : il existe deux vecteurs non nuls Y3, Y5 € n, # € R\ {0} et une
forme linéaire réelle non nulle « sur g tels que :

(X, Y] = a(X) (Y1 — 0Y3),
(X, Vo] = a(X)(0Y1 + 12), VX € g.

Cas 2. dimj > 0.
Sous-cas 2.1. : dimag > 1.

Sous-cas 2.2. : dimay =0 et dimg > 2.
Sans perte de généralité, on peut supposer que : ¢j; # 0.
Sous-cas 2.3. : dimay =0et dimz =1, i.e., 3 =RZ.
On peut supposons que : ¢¥(Z) = 1.
Sous-cas 2.3.1. : il existe un vecteur non nul Y € n et deux formes linéaires
réelles a, 3, sur g tels que :

[X,Y] = a(X)Y + 8(X)Z, VX € g.

Sous-cas 2.3.2. : il existe deux vecteurs non nuls Y;, Y5 € g, 0 € R\ {0}
et trois formes linéaires réelles linéairement indépendantes non nulles

a, 1, P2, sur g tels que :
X, V4] = a(X) (Vi — 0%5) + 51 (X)Z,

X, 3] = a(X)(0V: + Y3) + Bo(X)Z, VX € g.
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Cas 3. n={0} oun=3.

Entamons a présent notre démonstration.
Cas 1. dim3 = 0.

Sous-cas 1.1. Il existe un vecteur non nul Y € g tel que :
X, Y] = a(X)Y,

ou « est une forme linéaire réelle non nulle sur g.
Soit
go=kera = {X eg : [X,Y] =0}
Ainsi gg est un idéal de codimension un dans g, qui est fortement n-y-x-régulier.

En effet, n est contenu dans go, car pour chaque élément U de g, le nombre o(U) est
dans le spectre de ad(U). Soient [y € (g), et [ une extension de Iy a g*.

Donc on obtient :

<o, (go(ljn) + 1)* >=< 1, (go(ljn) + 1)* > C < L,o())™ > .

Il s’ensuit que < lo, (go(ljn) + n)>* >= {0} pour presque toute forme [y € g; comme
<1, (g(n) +n)> >= {0}.

D’autre part, si [(Y) # 0 alors Ad*(expRY)(l) = [ + gg. Ceci implique que presque
chaque G-orbite est saturée par rapport a gg.

Ainsi, d’apres le Lemme 2.1, on a le résultat escompté.

Sous-cas 1.2. Il existe deux vecteurs non nuls Y;,Y; € g, 6§ € R\ {0} et une
forme linéaire réelle non nulle « sur g tels que :

(X, V1] = a(X)(Y1 - 0Y3),

X, Y] = a(X)(0Y; + Y2), VX € g.

On a donc [X, Y] 4+ iYs] = a(X)(1 +1i0) (Y] +iYs) = o/ (X) (Y1 +iY3) ou o = (1 + if)«
est une forme linéaire complexe non nulle.

Posons gg = kera = kera et Gy = exp go.
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Ainsi gg est un idéal de g de codimension un et donc Gy un sous-groupe normal unimo-
dulaire de G. De plus, gg vérifie la condition de n-i-*-régularité forte car, comme dans
le Sous-cas 1.1, n C go.

Pour terminer ce cas, nous devons prouver la saturation des orbites par rapport go. Soit
m = RY; ® RY5. Si [, # 0, alors

Ad*(exp(m))l =1 + gy

En effet, soit X € g tel que : g = gg ® RX et uY; +0vY; € m.

On a donc
(X, uY] +0Ys] = u[X, V1] + v[X, Y] = a(X)((u+v0)Y) + (v — ub)Y3).
On peut choisir u,v € R tels que : [X,uY; + vY3] # 0. D’ou

Ad*(exp(uY; +0Y2))(D(X) = U(eAdCwimmy)
(X + [—uY; — vYs, X])
= X))+ a(X)l((u+v0)Yr + (v—ub)Ys).

Comme [, # 0, on en déduit que Ad*(exp(RY; + RY2))l =1+ g

Finalement, on peut conclure ce cas en utilisant le Lemme 2.1.

Cas 2. Supposons que dimj > 1.

Posons, comme précédemment, ay le noyau de ¢ et Ag = expag. Les deux sous-cas
suivants se traitent de la maniére que dans [B-S-L| en faisant quelques petits change-
ments :

Sous-cas 2.1. Supposons que dim ay > 1.
Posons A" = A/Ay, G' = G/Gq et g’ =Lie(G"), alors A’ est un sous-groupe central de
G’
De plus, n/ay est idéal nilpotent de g’ qui contient [g/ao, g/ao].
Il est facile de voir que G’ est aussi fortement n/ag-1)-*-régulier. On peut appliquer

I'hypothese de récurrence a (G’, A’) on obtient :

2dim(G’/A/)—m1L

1
( / Imer (DI, dins( @) < Ay 7 I lliscsarng)s @ € ClG/A),
95
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ot 1) opla =1 et
my = sup { dim((G/Ao) - 6) ; 6 € &+ (a/ag) ¥/ } —my, comme Yjq, = 0.
De plus, on a

L9(Gy,) = L((G/A),, ). T(G/A xy) = IP((G/A0)/(A/Ao), xg) (voir 2.7).

X5

On en déduit que

2 dim(G/A)fmw

([ ol dns@0) <47 el
g*

Remarque. En général, si 'on prend n comme étant le nil-radical de g, n/ag n’est pas
le nil-radical de g/ag. C’est pourquoi nous avons du introduire la n-x-régularité avec n
un idéal nilpotent de g contenant [g, g].

Sous-cas 2.2. Supposons que dimay = 0 et dim 3 > 2. Soient

= {a €57 e =0}
L’hypothese de récurrence appliquée a (G, Z) nous donne
. % 2dim(G/Z)—mq
([ o, 0l dmal20)) " < 42 olumiorza
9./G
pour tout ¢ € C(G/Z) et a € 3.

On a m, = sup { dim(Ad*(G)I) ; | € a + 5L}. Il est facile de montrer qu’il existe un
ouvert de Zariski dans 3y, tel que m, = my pour chaque a dans cet ensemble.

Définissons a présent la transformée de Fourier euclidienne partielle ¢, associée a v € 37,
sur Z/A par :

Ba)(g) = / 27X (g exp X)dX, Vg € GJA,
3/a



Pour 7 associée a une orbite dans g’ /G, on a :

T(p) = /G p ©(g)m(g)dg = /G p /Z y ©(92)7(g)Xa(2)dzdg

Ainsi on obtient

/ e (D)I1%, it (©2) = / / e (BN, dita(2u)da
g,/G 3y Y 0./G

(par hypothese de récurrence)

q2dim(G/Z)7mw
< A ’ / HSD(O‘)Hqu(0/Z7XQ)d04
i

q2dim(G/Z)7'mu/Y %
—ar [ ([ Re)@rd) i
3 G/Z
(par I'inégalité de Minkowski généralisée)
q

(] i / Bla)(g)lda) " dg)’

(par le résultat de Beckner pour R¥ avec k = dim(Z/A))

2dim(G/Z)—mw
2

< A

2dim(G/Z)—m q

711} i
<Ay ? AZdlm(Z/A)</G/Z”%0<97-)||’ZP<Z/A,xw>dg>p

2dim(G/A) —ay

q
=4 7 lelieran

Sous-cas 2.3. Supposons que dimay = 0 et dim3 = 1. Soit 3 = RZ.
On peut de plus supposer que ¥(Z) = 1.
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Sous-cas 2.3.1. Il existe un vecteur non nul Y € g et deux formes linéaires
réelles «, (3, sur g tels que :

pour tout X € g, [X,Y] =a(X)Y + 8(X)Z,

ou « et [ sont deux formes linéaires sur g.

Nous devons traiter les sous-cas suivants :

A. o et 3 sont linéairement indépendantes.

Soit

go =kera= {Xe€g : [X,Y]= B(X)Z}.
Le sous-espace g, est un idéal de codimension un de g et le sous-groupe correspondant
G, = exp g, est un sous-groupe normal unimodulaire de G.
Il vérifie aussi la condition de n-y-x-régularité forte.
En effet, il est clair que n C g,.
Ainsi comme gq({ja) C g(ljn), on obtient que (ga(ljn) +1n)> C 2(1)™.
D’ou

<ljgar (8a(ljn) +1)> >= {0}

D’autre part, les G-orbites génériques sont saturées par rapport a g,, i.e., g(1) C ga-

En effet, soit T € g(I). Posons

gs=kerf={Xeg : [X,)Y]= a(X)Y}.

Comme « and [ sont linéairement indépendantes, on a la décomposition de g suivante :

0= (g.Ngs) ®RX; ®RX, avec X € g, \gp et Xo € g5\ ga-

Comme [X1,Y] = B(X1)Z et [Xo,Y] = «a(X2)Y, on peut supposer que «o(Xs3) =
SiT € g,ilexistey, 6 € Ret Uy € goNgp tels que T' = vXq + 60X + Up. On en déduit
que [T,Y] =~Z + 0Y et nous devons montrer que § = 0.

Supposons par I'absurde que (3 # 0. Montrons que Z € 9()*.

Remarquons tout d’abord que Z € [g,g] C n+ g(l;,) = C°(d(1)).
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Comme T € g(l) C g(lja), on a : [T,Y] € C'(d(1)). Ceci implique que [X1,[T,Y]] =
87 € CH(a(1)) et ainsi Z € CH(0(1)).

Etant donné que [T,Y] = vZ 4+ §Y € C'(0(])) et Z € C*(0(l)), on obtient que Y €
CH((1)).

Soit k un entier positif. Comme ad®(T)(Y") € C¥(d(1)), on en déduit que

(X1, ad®(T) (V)] = 6" Z € C*(a(1)).

D’ou Z € C*(d(1)) pour tout k > 0, et donc Z € d(I)*.
La n-*-régularité forte implique que [(Z) = 0, ce qui contredit le fait que [ est générique.
Donc § =0, T est un élément de gg et G - [ est saturée par rapport a g,.

Le Lemme 2.1 permet d’achever la preuve de ce cas.

B. Supposons que o =0 et § # 0.

Pour tout X € g, on peut écrire que
(X, Y] =p(X)Z

Le sous-espace g ={X €g : [X,Y] =0} = C(Y) est un idéal de codimension un
dans g, ot C(Y) est le centralisateur de Y dans g et Gz = exp gg est un sous-groupe
normal unimodulaire de G.

Soient ng = n N gg. D’apres la Remarque(b) dans la section 2.4.2, ng est un idéal
nilpotent de gg contenant [gs, gs|-

B1. Supposons que n C gg, ce qui signifie que ng =nNgg = n.

Prenons [ € gj; et [ une extension de I g*, alors

95(ljny) + 15 C 8(lja) + 1,
d’ou
(gg(l‘nﬁ) + Tlg)oo C D(l)oo.

Ceci prouve que gg possede la ng-1)-x-régularité forte et on vérifie facilement que les
orbites génériques sont saturées par rapport a gg, car Ad*(expRY)(l) = I + g3

On peut appliquer de nouveau le Lemme 2.1.
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B2. Supposons que n ¢ gg. On a ng = nN gg. Soient le g et [ une extension de I'a
g*. On en déduit que
95(ln;) C 9(ljn) + RY.

En effet, comme 5 # 0, il existe un élément X de n tel que [Y, X] = Z. Soit U un
élément de gg(ljn,). Sil([U, X]) = 0, alors U € g(I},), sinon prenons [([U, X]) = # 0.
Pour A € R,

([U+ Y, X)) =U([U,X]) + (Y, X]) =0 + N(Z).

Ainsi on peut choisir A tel que [([U + AY, X]) = 0. Comme Y est un élément gg, on en
déduit que U + \Y € g(lj.) + RY, d’ott

U € g(l]n) + RY.

Ceci implique que, pour U, U’ € gg(ﬂnﬁ) et N, N' € ng, on peut choisir A et \' dans R
tels que :

U+NU+N] = [U+XY+N,U+XNY + N'|
€ [g(lln) + n,g(l‘n) + Il] = Cl(g(lln) + I‘l).

On conclut immédiatement que
(gg(l‘nﬁ) + ‘(15)00 C D(l)oo.

Ainsi la ng-y-+-régularité forte de gz est vérifiée. Comme la saturation des orbites
génériques est claire, le Lemme 2.1 nous donne le résultat.

C. «a, ( sont linéairement dépendantes et o # 0.

Il existe 0 € R tel que 5 = da.
Alors, pour tout X € g, [X,Y] = a(X)(Y +02),
d'ou [X,Y + 7] = a(X)(Y +62).
Soit
go={Acg:[AY +Z] = 0} = kera.
Et on est dans la méme situation que dans le Sous-cas 1.1.

Sous-cas 2.3.2. 1l existe deux vecteurs non nuls Y7, Y5 € g, 0 € R\ {0} et
trois formes linéaires réelles non nulles linéairement indépendantes «, 3y, B2, sur g tels



que :
(X, V1] = a(X)(Y1 — 0Y3) + B1(X) Z,

(X, Ys] = a(X) (01 + Y2) + 2(X)Z, VX € g.

Soient = 31 +if2 et o' = (1 4 i6). Alors on a que
X, i + Y] = o/ (X)(V; + %) + B(X)Z.
D’autre part, on peut facilement construire X;, X5, S € g tels que :
a(S) =1, ie., [S, V1] =Y —6Y;,

B(S) =0, ie., [S,Ya]=0Y1+Y,,
d'ou [S,Y] + Y5 = Y] + Y5 et

a(Xy) = a(X2) =0, B(X1) = B(Xe) =1,

Soient
go =kera={X eg : [X,V] +iYs] = 5(X)Z}

et G, = exp ga-
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Le sous-espace g, est un idéal de codimension un dans g et G, est un sous-groupe
normal unimodulaire de G. Comme n C g,, la n-y-*-régularité forte est satisfaite. De

plus, les orbites génériques sont saturées par rapport a g,. En effet, soit 7' € g({), on doit
montrer que 7" € g,. Etant donné que [(Z) # 0, on peut supposer que [(Y7) = [(Ys) = 0.

Soit gg = Ker f={X €g : [X,Y1 +iYs] = /(X)) (Y1 +iY2)}.

On en déduit que
9= (8 Ngs) ®RX; BRX, ®RS.

Ainsi il existe 71,792,753 € R et Uy € go Ngp tels que T' = 1 X5 + 12 Xs + 7135 + Up.

Comme T' € g(I), on a que

[T, Y1) = (X1 4+ %Xo + 73S + Up, Y1]) = 1l(Z) + vsl(Yr — 0Y3) =0

et

U[T,Y3]) = ([ X1+ 72Xe + 73S + Uy, Ya]) = %l(Z) 4+ 3l(0Y1 + Yz2) = 0.
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Rappelons que [(Y1) = 1(Ys) =0 et I(Z) # 0, donc y; =2 = 0. D’ou, T' = Uy + 735.
Montrons que 73 = 0. Sinon, prouvons que Z € (9((1))* ce qui est absurde.

Tout d’abord nous avons que Y;,Y; € [g,g] C C°(0((1)), car [S,Y]] = Y; — 6Y; et
[S, Y] = 0Y; + Y,. A présent, supposons que Yy, Ys € CF(0((1)).

Alors,
[T, V1] = [Up + 73S, Y] = 13(Y1 — 0Y3) € C*H(a((1))

et
[T,Ya] = [Uy + 135, Yo] = 75(0Y1 + Ya) € C*1(d((1)),

Ce qui implique que Y7, Y, € C*1(0(1)).

On obtient par récurrence :
Y1,Y, € C*(0(1)), pour tout k > 0.
Donc on en déduit que :
[(X1,Y1] = Z € C*(d(1)), pour tout k>0

et que Z € 9(1)*. Finalement, grace au Lemme 2.1, on a le résultat.

Cas 3.
Sous-cas 3.1. n = {0}.
Dans ce cas, [g, 8] = {0} et g est commutative. Et on utilise le résultat classique.
Sous-cas 3.2. n=3.
On a [g,g] = {0} = 3, donc g est une algebre de Lie nilpotente de pas 2 et on obtient
le résultat d’apres [B-S-L].
0

En prenant n le nil-radical de g et A = {e} dans la Proposition 2.1, on obtient le
corollaire suivant :

Corollaire 2.1. Soit G un groupe de Lie exponentiel résoluble fortement x-régulier
unimodulaire. Alors, pour 1 < p < 2,

2dimG—m

@l du()" < A5 |l
(] )
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ot p € C.(G) et m la dimension maximale des orbites coadjointes.

2.4.4 Théoréme principal

Théoréme 2.4. Soit G un groupe de Lie exponentiel résoluble vérifiant la condition de
x-réqularité forte. Soit m la dimension maximale des orbites coadjointes.

Soient 1 <p<2etq= Ll Alors, pour tout ¢ € L'(G) N LP(G) et pour u-presque
p —_—

~ -1
tout m € G, lopérateur mP(p) = w(p)Kx" est borné, son extension est de classe Cy et
satisfait ['inégalité suivante :

2dimG—m

@l du(m) < AT gl
(] )

Démonstration. Soit G un groupe de Lie exponentiel résoluble non unimodulaire vérifiant
la condition de x-régularité forte d’algebre de Lie g.

Soit G le noyau de la fonction module de G. Alors G est un sous-groupe fermé uni-
modulaire de G.

Comme génériquement, g(l) est nilpotente, on peut supposer que pour tout = € V' on
peut écrire m = indgoﬁg pour une certaine représentation my € U (voir la section 2.2.2
pour les notations).

Tout d’abord démontrons un lemme qui sera utile dans la suite de notre preuve.

-1
Lemme 2.2. Soient m € V et m = Indgom). Pour ¢ € LYG) N LP(Q), 7(p) K" est
un opérateur intégral sur L*(R, Hr,) dont le noyau a valeurs opérationnelles k() est
défini par :

-1

ww&w®=AMMMWWm

0t kr(p)(s,1) = mh(p* ") Au(exptX) et ¢ (go) = p(exp(s —t) X go).

Démonstration. Nous utilisons les notations de la Section 2.2.

Pour g = exp(tX)go et n € L*(R, H,,), on obtient :

-1

m(exp(tX)go) K" n(s) = K

-1
q

n(gy " exp(s — ) X)
(exp(s — )X )n(gy " exp(s — 1) X)

A
A& (exp(s — t) X )n(exp(s — ) X exp(t — 5) X gy " exp(s — ) X)

Q»a\»—- Q.Q\»—A 3
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(exp(s — ) X)mo(exp((t — 5)X)go exp((s — 1) X))n(s — 1)

= A
A (exp(s — 1) X)m5~" (go)n(s — 1)

Q»e\»—a Q.Q\»—A

D’autre part, nous avons que

r() Kt (s) = /G o(9)r(9) Kt (s)dg

=1

/ /G (exp(tX )go)m(exp(tX ) go) Ko? 1(s)dgodt

(en utilisant les calculs précédents)

/ /G (exp(tX)go)my " (g0)n(s — t)Aé(eXp(s — ) X)dgodt

:/R/G gp(exp(s—t)XgO)Wé(go)n(t)Ag(exptX)dgodt

_ / 7 (") Al (exp £X (1)t

-1
Nous devons utiliser I'inégalité (3.14) pour estimer la norme ||7(p) K7’ ||c, -

Calculons la norme [|kr(s)|lp,q :

1kro)llpg = / / Hkﬂ(@(s,oy@qu)wt)q
q 1
— / /||7T0 s— t eXth)”p ds)pd>q
= / / Imt()2,ds) Aclexptx)at) .

On en déduit que

J Mo dutmy = [ [ ([ 1m0, d)* Ac(exp e dtdtr)
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(en appliquant 'inégalité de Minkowski généralisée aux mesures Ag(expt X )dtdu et ds)

q

< ([ ([ [ 1o, sctepexiiu) Fas)
< (/R </€:/}1{||7T6<‘P8)||ch§0(e>{p LX - ﬂo>dtdﬂ<ﬂ>)§d5)g

= (L ([ 1oty dnota) i)’

(par le formule (2.12) de désintégration de la mesure )

p2dimGo—(m=2) m
< ([ 47 1)
R

(en utilisant la Proposition 2.1 pour Gy).

Donc
2dimG—m

/@||kw<@>ug,qdu<w>sz4§ ol

Comme la norme ||k (,)|lp,q est finie pour p-presque toute représentation 7, il s’ensuit
—1

d’apres [F-R], que pour u-presque toute représentation m € é, () K* est bornée et
son extension est de classe C,; sur H.

Finalement, d’apres la Remarque 2.3.2 dans [In], on a
-1
q

(m(P)Ex" )" = m(p" ™) Ko

ou

En utilisant (3.14), on obtient :

/auw(go)na dp(x) < /G Vool onon | adpa()

1 1
2 2
< ([ Wrollzadinm)” ([ T, um)
G G
gz 48
< ATl )

2dimG—m

= A4 7 el
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]

-1
Remarque. Le théoréme précédent montre que 'application ¢ — 7(¢) K" s’étend en
—~ 2dimG—m

un opérateur continu F? : LP(G) — L%(G) et sa norme vérifie || FP(G)| < A4,

2.5 Exemples

2.5.1 Un exemple fortement x-régulier

Considérons 'algebre de Lie g =< A, X,Y, Z, B,V > munie des crochets de Lie non
nuls suivants :

[A,B] =V, [AX]=-X, [AY]=Y, [X,Y]=17,

et dont la base duale est {A*, X* Y* Z* B* V*}.

On identifie le groupe de Lie exponentiel associé a g avec R® muni de la multiplication :
(a,z,y, z,b,0)-(d, 2",y , 2 W V') = (a+d, &' +xe? Y/ +ye™ , 242" —a'ye @ b+, v+v'—bd'),
et de 'inversion :

(a,2,y,2,b,v) " = (—a, —we ®, —ye*, —z — xy, —b, —v — ba).

La mesure de Haar sur GG est donnée par dadxdydzdbdv et G est unimodulaire.

Le groupe G est fortement *-régulier.

En effet, soit [ € g* en position générale, i.e., (V) # 0 and I(Z) # 0. Alors l'orbite
coadjointe de [ contient un élément I’ de la forme I’ = AZ* + pV* avec (A, ) € R* x R*.

Le nil-radical n de g est engendré par {X,Y,Z, B,V} etona g(l) =<V, Z >,

g(lm) =< B,V,Z >, g(ljn) +n =n et ainsi 9(1)> = {0}.

On en déduit que < [,0(1)* >= {0}.

La sous-algebre b(l) =< Y, Z, B,V > est une polarisation de Pukanszky en [ = \Z* +
pV* (A p) € R* x R* et B(l) = expb(l).

Donc B(l) est unimodulaire et Apy ¢ = 1.
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Soit x; le caractere unitaire de B([) défini par :
xi(exp A) = e D pour tout A € b(l).

La représentation induite m; = m) , = indg(l)xl, de GG est irréductible .

La mesure de Plancherel sur G est identifiée & la mesure IA||pe|dAdpe sur R* x R*. Donc,
pour ¢ € L'(G) N L?(@G), la formule de Plancherel est donnée par :

| [ Imno Mlsaads = ol e

On a, pour £ € H,, . et ¢ € C.(G), que

T, p

an(9)E(9) = / D0y, 2, b, 0) (0 2,y 2, b 0)E(g)ddadyd.
RS

Calculons le noyau k, de 'opérateur my ,(¢) en utilisant la formule 5.8 du chapitre 1.

Soient
g=(a,z,0,0,0,0) € G/B(l), h=1(0,0,y,2,b,v) € B(l),
ut = (—d,—2'¢",0,0,0,0) € G/B(l),
alors
ghu™ =(a—d,(x—2)e " ye¥ 2+ 2"y, b,v — ba’ )
et
ko(g,u) = ko((a,2),(d,2"))
— / ola—d,(x—a")e ™ ye?, 2+ 'y, b,v — ba')e” e " dydzdbdv
R4
- / ola—d, (x—a2")e ™y, 2+ 2'ye?  b,v — ba')e e " e~ dydzdbdv
R4
- / ola—d,(x—a")e "y, 20b, v)e’i’\(zfxlea/y)e’i“(”bal)e’“/dydzdbdv.
R4
Donc

/

ko((a, ), (d,2)) = @ (a—d, (x—2")e™ ., ., ., )(=2'e N\ d'p,p)e™  (a,2), (d, 7)) € R?,
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ou @ est la transformée de Fourier partielle dans les quatre dernieres variables.

D’apres la Proposition 2.1, on en déduit que

I A lakdads < A3 11
On peut le vérifier par le calcul.
[ el Aluldrd
R2
= / / ( B (a—d, (x—2")e ™, ., ..., (=z'e X\ dp, ,u)e’“/|pdad:c)5da’dm’|>\\|,u\d)\d,u
r2 JR2 \JR2

- /2 /2 ( ML CE TN J(=2'e” NN d'p, u)e%!”dadﬁ);da’d:c’!AHuIdAdu
R2 JR

(par l'inégalité de Minkowski généralisée)

LSRSY

< (/ </ B (a,x,.,.,., ) (=z'e NN d'p, p )]qe’a'da’dx’P\Hu\d)\du) Edadm)
r2 \JR2 JR2
< (/ </ o (a,2,.,.,.,. )(a:’,)\,a',u)|qda’da:’d)\d,u)Edada:>5
R2 R2 JR2
( par le résultat de Beckner )

q ES

< Al (/R le (a,z,. ... )||gdadx)5, ot A, = (p—l)é.

Donc

U A lnkdads < A3 o1

2.5.2 Le groupe de Boidol

Dans cet exemple, on a affaire a un groupe qui n’est pas fortement x-régulier. On va
voir que les méthodes utilisées ne peuvent donner une estimation de la transformée de
Fourier LP.
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Soit g =< T, X,Y, Z > munie des crochets de Lie suivants :
(X,Y|=2Z [T.Y]=Y, [T, X] =-X.

Soit {T*, X*,Y*, Z*} la base duale de g. On identifie le groupe G' = exp g avec R* et sa
multiplication est donnée par :

t/

(tx,y,2)- (2, 2) = (t+t 2 +ae’ Y +ye™ 242 —yale™)

et I'inversion :
(t,z,y,2) " = (—t, —we ", —ye!, —vy — 2).

La mesure de Haar dans G est donnée par dtdrdydz et la fonction module A est
identiquement égale a 1. Les G-orbites en position générale sont paramétrées par \Z* +
pI™*, (A pu) € R* x R. La mesure de Plancherel sur G est identifiée a la mesure |A|dAdu
sur R* x R.

Donc, pour ¢ € L'(G) N L*(G), la formule de Plancherel est décrite par :
[ Imse s O Nl = e

Le groupe G ne possede pas la x-régularité forte.

En effet, si 'on prend [ = AZ* + pT™ (A # 0), alors
g(l\n) =< Z,T >, g(l|n) +n=g et (g(l|n) + n)oo =n

Ceci implique que < [, (g(1) +n)>® ># {0}.

La sous-algebre b(l) =< T,Y,Z > est une polarisation de Pukanszky en [ = \Z* +
pI™*, (A p) € R* x R. Donc B(I) = exp b(l) est non unimodulaire et on obtient :

AB(l) (ta Y, Z) - AB(l),G(tu Y, Z) = e_ta pour ¢, Y,z € R.
Soit y; le caractere de B(l) défini par :
il exp A) = e 2™ pour tout A € b(]).

La représentation induite m = 7y, = indg(l)xl, de G est irréductible et agit sur L?(RR)
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par :
Tt 2y, 2)E(a) = eQi”()‘(”:y”_“yetH“t)e%{(aet — ), pour tout £ € L*(R) et a € R.

Pour ¢ € C.(G), le noyau k, de I’ opérateur my , est donné par :
ko(z,a) = /3 o(t, ae’ — z,y, 2)eze® A=) i) grdydz 2 a € R.
R
Essayons de donner une estimation de la norme ||F?(G)||.
Comme (k,)* = kg, on a

pal AldAdp

[ Imdle Mixdu < [ Iy I
R2 R2

< (Il axan)* ([ e I iandn)

Comme la dimension des orbites génériques est 2, on aimerait avoir :

[Tl < Al

Malheureusement,

[ el Nadn = [ ([ thola.n)pda) dolniands
R2 R2 JR R

:/ </|/ o(t, aet—:E,y,z)e%e2iﬂ(A(z_xy)+“t)dtdydz\pda>;daz|)\|d)\d,u
rs NJr o JRs

:/ (/|/@(t,aet—:B,-,-)(A,—)x:)s)eée%”“tdt|pda>pdaz|)\|d)\du
R: \JR JR

(on considere la fonction (, . (t) = §(t, ae’ — -, )(A, —\z)e?)

— [ ([ Gostida)” asipjards
< [ ([ ([ Gstiriras) o) asirjan



53
(d’apres I'inégalité de Minkowski généralisée)
<Al [ ([ laalt)Pdtda)” dalAldA
<4y [ ([ Kastpaeda) duin
(d’apres le résultat de Beckner pour R)

P

_ Aq/R2( ; Bt ae’ = 2, -)(A, ~Aw) e dtda) " de|\|dx

P

— A / ([ 18(ta, ) A0)elsVdtda)” dw|\|ax
R2 R2

IN

Ay / (8t a0 ) | Al ) "5 Didtda )

(d’apres 'inégalité de Minkowski généralisée).

Ce qui montre que

kol A dAdp < A3 tay. 2) PV dtdadydz )"
” WHp,q| | :u D (70 y @, Y, Y
R2 R4

d’apres le résultat de Beckner pour R2.

Mais le terme de droite de cette inégalité est différente de A39|¢]|9.

Remarque. Il reste tout de méme un espoir d’obtenir I'inégalité dans ce cas particulier.

Rappelons le Théoreme 2 que 'on trouve dans [K-R| page 187 :

Théoreme. St G = X X A est le produit semi-direct des groupes localement compacts

unimodulaires X et A et si G est unimodulaire, alors pour p =

, k un entier > 2,
2k —1
on alors

[FPE < 172 XONFP A

Ainsi, si on considere le groupe de Boidol comme le produit semi-direct du groupe de
Heisenberg H = exp(< X,Y, Z >) et le groupe abélien exp(RT'), alors par le théoreme
2k

ci-dessus, on obtient dans le cas particulier ou p = k un entier > 2,

2k — 1’

I72(@)] < |77 (E)IIFPR)]| = 4.



Chapitre

Théoreme d’inversion de Fourier pour

les groupes de Lie nilpotents

3.1 Introduction

Cette section est une adaptation et une généralisation des résultats d’analyse harmo-
nique sur R™ a des groupes localement compacts plus généraux. Parmi les groupes pour
lesquels on peut espérer les meilleurs résultats, on trouve les groupes de Lie nilpotents
connexes, simplement connexes. Par bien des aspects, ils ressemblent presque a R" et
leur théorie des représentations est bien établie, alors qu’il existe tout de méme des
différences importantes dans leurs comportements (voir [C-G]). L'un des plus fameux
et utiles résultats de ’analyse harmonique sur R” est le théoreme d’inversion de Fourier.
Il est donc naturel de savoir si on peut le généraliser aux groupes de Lie nilpotents. Ce
probleme peut étre formulé de la maniere suivante :

Soit G = exp g un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement connexe. Considérons
'application qui associe & chaque fonction f € L'(G) la famille <7rl( f)) ) des
legs/Ad*G
images de f par les représentations irréductibles unitaires de G. Cette application peut
étre considérée comme une généralisation de la transformée de Fourier au cas non-

abélien. On sait que m;(f) est completement déterminée par son noyau

Fllag)= [ flouy™)e <o gy,
By

ou B; = exp b; pour une polarisation b; en [. Donc la question de savoir s’il existe un
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théoreme d’inversion de Fourier comme dans le cas abélien peut étre formulée comme
cela :

Etant donnée une fonction F(I,z,y) satisfaisant certaines hypotheses, existe-t-il une
fonction f € L'(G) telle que m;(f) admette F(I,-,+) comme noyau pour presque toute
forme linéaire [ 7 Si une telle fonction f existe, elle est nécessairement unique, en tant
que fonction L!.

Pour une forme linéaire fixée [y € g, on a le résultat de Howe [Ho] :

Soit by = b(lp) une polarisation en Iy, soit By = exp by, soit x;, le caractére unitaire de
By défini par x;,(h) = e~ 2mi<lolosh> pour tout h € By.

Soit F € S((G/By)?, 1ly), c’est-a-dire que F est une fonction de Schwartz sur G/By x
G/ By qui vérifie la condition de covariance

F(xh,yh') = xi,(h)xi;, (W) F(x,y), Vz,y € G,Yh,h' € By.

Alors il existe une fonction f € S(G), l'espace de Schwartz de G, telle que m,(f)
admette F' comme noyau. Ce résultat a été généralisé aux groupes de Lie exponentiels
résolubles par Andele et Ludwig dans [A]. Mais ces résultats ne sont démontrés que
pour une forme linéaire fixée [y € g*. Notre résultat principal est le suivant :

Théoreme 3.1. Soit G = expg un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement
conneze, muni d’une base de Jordan-Holder fixe.

Pour chaque | € g*, posons b; la polarisation de Vergne correspondante et By = exp b;.
Alors il existe un ouvert de Zariski @, de g*, tel que pour toute fonction C>

F gy, xGxG— C qui, pour | € g3, fizée, est Schwartz sur G/B; x G/B,, qui
est a support compact en l (si on se restreint a une section d’orbite) et qui vérifient la
relation de covariance

F(l,&?h,yhl) = WXl(h/)F(l7xvy>7

il existe une unique fonction f € S(Q) telle que m/(f) admette F(l,-,-) comme noyau,
pour chaque l € gy,

L’application F +— f est continue par rapport aux topologies des espaces de fonctions
consideérés.

La preuve du théoreme d’inversion de Fourier se fera par récurrence. A chaque étape
de cette récurrence, de nouveaux parametres apparaitront et seront utilisés au moyen
des structures de Lie variables.



56

Remarque. On peut aussi construire la fonction f en utilisant la formule suivante :

£(9) = / tr(m() ™ m()du(l), g € G,

5
gen

soit, en utilisant F(I,-,-),

f(g)z/g

5
gen

/ F(l, gx,z)didu(l).
G/B,

Cette formule se trouve dans [C-G] par exemple.

3.2 Les groupes et algebres de Lie nilpotents va-

riables

Les notions d’algebres variables ont été introduites dans [L-L] pour démontrer que
I’application de Kirillov est un homéomorphisme dans le cas des groupes de Lie expo-
nentiels. Grossierement, se donner une algebre variable revient a se donner un espace
muni d'un champ de crochets de Lie paramétrisé par un ensemble, i.e., les tenseurs de
structure sont variables. Plus précisément :

Définition 3.1. Soient g un espace vectoriel réel de dimension finie n et B un ensemble
non vide. On dit que (g, 3) est une algébre de Lie nilpotente variable si :

1. Pour chaque b € B, il existe un crochet de Lie [-, -], défini sur g tel que (g, [+, ]»)
est une algebre de Lie nilpotente.

2. Il existe une base fixée {Z;,...,2Z,} de g telle que les constantes de structure
af;(b) définies par :

k=1

satisfont la propriété suivante :
Pour tout b € B, pour k < max(i, j), afj(b) = 0. Ceci signifie que {71, ..., Z,} est
une base de Jordan-Hélder pour (g, [, ]5)-

L’algebre de Lie (g, [+, -]») sera notée g.
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Si de plus B est un sous-ensemble algébrique d'un espace vectoriel réel de dimension
finie W, i.e., il existe deux fonctions polynomiales P, () sur W telles que

B={weW, P(w)=0etQw)# 0},

on dit que (g, B) est une algebre de Lie polynémialement variable si les constantes

k

de structure a;;(b) sont des fonctions polynémiales en b.

De méme, on dit que (g,B) est algebre de Lie rationnellement variable si les

constantes de structure afj(b) sont des fonctions rationnelles en b.

Dans ce cas on pourra supposer que ces fonctions n’ont pas de singularité dans B, en
remplagant, si nécessaire, B par un ouvert dense de Zariski.

Définition 3.2. Le groupe de Lie variable associé (G,B) a (g, 5) est défini par la
famille de groupes de Lie nilpotents connexes, simplement connexes (G, ), ou G = g
en tant qu’ensemble et ou la loi du groupe -, sur G est obtenue par la formule de
Campbell-Baker-Hausdorff pour le crochet [, ]y, i.e. :

1 1 1
Toy=x+y+ §[xay]b + E[% [z, yls)o + E[% Wy, xply + ..., Yo,y € Gy.

Le groupe de (G, ) sera noté Gy,

Remarques. 1. En fait, avec ces choix, I'application exponentielle exp, : g, — G} est
I’application identité.

2. Si B est réduit a un point, i.e., on oublie la structure variable sur G ou g, alors (G, B)
sera identifié & un groupe de Lie nilpotent.

3.3 Construction d’indices

Dans cette section nous allons rappeler les constructions de Ludwig et Miiller [Lu-Mul].
Tout d’abord nous allons construire des familles d’indices qui vont nous permettre de
définir les éléments génériques dans les algebres de Lie variables pour pouvoir décrire le
dual unitaire de (G, B), c¢’est-a-dire, 1’ensemble (éb>b63, ot Gy désigne le dual unitaire
du groupe de Lie nilpotent (G, -b).
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3.3.1 Indices associés a (g, )

Pour chaque b € B, 3(g,) désignera le centre de g,

Posons :
j1(0) = max{j | Z; € 3(gs)}
k‘l(b) = max{k ’ [Zjl(b),Zk]b 7& 0}
et
J1 = max{j(b) | b€ B}
]{31 = max{k‘l(b) | be Bet jl(b) = ]1}

Par construction, k1(b) < ji(b) et k1 < ji.

Les indices ja(b), ..., ja(b); k2(b), ..., ka(b); jo, ..., ja; ke, .., kq seront construits plus
tard.

3.3.2 Indices associés aux formes linéaires sur g

Soit g* 'espace vectoriel dual de g.

Pour chaque (b,l) € B x g*, soit a(b,l) le plus grand idéal de g, contenu dans le
stabilisateur g,(l) de [ dans g,.

Si a(b,1) = gy, 'ensemble d’indices correspondant sera vide. Dans ce cas, gy(l) = g et
soit g, est commutative, soit [ n’est pas une forme linéaire générique.

Sinon on définit les indices j;(b,1) et k1(b,[) par

J1(b,1) = max{je{l,...,n} | Z; £a(b)}
]{fl(b,l) = max{k € {1, R ,n} | < l, [Zj1(b,l)v Zk]b >7'é O}

On a encore ky(b,1) < 71(b,1).
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Les indices ja(b,1),...,7a(b,1) et ko(b,1),..., kq(b,1) seront construits plus tard de la
meéme maniere.

3.3.3 Restriction du choix des formes linéaires

Nous allons restreindre notre choix d’éléments (b,1).

Posons Dy := B x g* et
Dy :={(b,1) € Do | j1(b,1) = j1 et k(b 1) = ks }.

Lemme 3.1. Si B est un ensemble algébrique, D; est un ouvert de Zariski dense de
Dy, plus précisément

Dy ={(b,1) €Dy | <1,[Z;, Z1,)p ># 0}.

Démonstration. Si jy(b,1) = j1 et ki(b,l) = kq, alors, d’apres les définitions des indices,

<L [Zjy, Ziy o >=< L, Zjs 01y Zry 0.6 ># 0.

Réciproquement, supposons que < [, [Z;,, Zy, | ># 0, alors Z;, ¢ gi((),

or a(b,l) est contenu dans g,(l), donc Z;, ¢ a(b,l). Prenons j < ji, alors Z; € 3(gs) et
Z; € a(b,1) qui contient le centre de g,, on en déduit que j1(b,1) = ji.

Ainsi < 1, [Z;, b)) ZiyJo >7# 0, donc ki (1,0) < ky, cependant si k > ky alors [Z;,, Z;] = 0,
d’ou < I, [Zju Zk]b >=0.

En conclusion k;(b,1) = k; et on a démontré que

D, ={(b,1) €Dy | <1,[Z;,, Zi,}p ># 0}.

De plus l'application (I, b) —< I, [Z},, Zy, | > est linéaire en [, rationnelle en b. On peut
supposer, quitte a multiplier par le plus petit dénominateur commun, qu’elle est méme
polynomiale en b. Ainsi cette application est polynomiale en (b,1) et donc D; est un
ouvert de Zariski de Dy. O
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3.3.4 Construction d’un idéal de codimension un dans g;.
Posons encore Iy :={1,...,n} et I := Iy \ {k1}.
Pour (b,[) € Dy, définissons

p1(00) = {X €8 | <L[Zy0u Xl >= 0} = {X € g | <12, X], >= 0}

et

<1, [Zj 00, Zilp >
<UL Zj 00 Ziy o)) >

. < la [Zjn Zl]b >
< l, [Zjn Zkl]b >

ZHb1) = Z; — Ziwog) = Zi Ze, Vi€l
(comme (b,1) € Dy).

On voit facilement que p;(b,[) est un idéal de codimension un dans g, et

que {Z}(b,1) | i € I} est une base de Jordan-Holder pour p;(b,1) (voir [L-Z]).

De plus, Z}(b,1) = Z; sii > k.

3.3.5 Les éléments génériques dans B x g*

On construit les indices j;(b, 1), ki(b,1), 7:(b), k;(b), ji, ki de la maniere suivante :

On utilise Palgebre p (b, 1), la base Z} (b, 1), U], 5,1y pour construire les indices ja(b, 1), ka(b, 1),
'algebre pa(b, 1) (qui est un idéal de codimension un dans p;(b,1)), Z2(b,1) est la base
de po(b, 1) et on continue jusqu’a ce que ce processus s’arréte au bout d’'un nombre fini
d’étapes.

Récursivement on définit D;, j;(b), k;(b), j;, ki, I; par

ji(b) = max{j € Li-y | Z7'(b,l) & Centre(p;_1(b,1)),VI tel que (b,1) € D;_1}
ki(b) = max{k e Ly | [Z71(b,1), Z7 (b, )], # 0,V1 tel que (b,1) € Dy 1}

Ji = max{j;(b) | b€ B}

k; = max{k;(b) | b€ B et j;(b) :=j;}

D, = {(01) €D | jilb1) = ji et ki(b,1) = k;}

I = L\ {ki}.
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Ce processus s’arréte au bout d’un nombre fini d d’étapes.

Alors on sait, d’apres [L-Z], que pour chaque (b,1) € Dy, pa(b,1) est la polarisation de
Vergne en [ dans g, par rapport a la base {Z1,...,Z,}.

Si B est un ensemble algébrique, I’ensemble
Dgen =Dy, CBxg"

est un ouvert de Zariski de B x g*, appelé '’ensemble des éléments génériques de
B x g*.

Si B est réduit a un point, i.e., s’il n'y a pas de structure variable, alors Dg.,, est identifié
a l'ouvert de Zariski gj.,, de g*, appelé 'ensemble des éléments génériques de g*.
On a

g;en - g};uk - g:nax - 9*7

ou gp, désigne les éléments de g* qui sont en position au sens de Pukanszky relative-
ment a la base (Z;); et gF,,. I’ensemble des éléments de g* dont I'orbite coadjointe est
de dimension maximale.

3.3.6 Restriction aux sections des orbites

D’apres [L-Z], D,, r € {1,...,d} et Dy, sont Ad*-invariants, i.e., pour tout g € G,

(b,1) e D, < (b,Ad*(g)l) € D,
(b,1) € Dyer, = (b, Ad"(9)l) € Dyen.

Ceci nous permet de nous restreindre aux sections des orbites, obtenues de la maniere
suivante :

Pour chaque b € B fixé, soit S, I'ensemble des indices de saut au sens de Pukanszky
pour 'algebre g, et soit T, = {1,...,n} \ S,.

Posons Vy, = ZRZ;‘ . On sait que chaque orbite coadjointe dans g; rencontre V7, en
€Ty

un point exactement, et réciproquement. Donc V7, représente une section des orbites

coadjointes de gj.

Remarquons que [ € V7, si et seulement si < [, Z; >= 0 pour tout indice de saut j € S;.
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Dans de nombreuses situations, on se restreint a ces sections d’orbites, ce qui nous per-
met de supposer que les formes linéaires [ s’annulent dans les coordonnées correspondant
aux indices de saut.

Pour ce faire, notons S la réunion de ces sections d’orbites, ou, plus précisement,

S = J{o} x V1, et Drgen = Dyen N S.
beB

Alors Dr gep, est un ouvert de Zariski de S. Considérons a présent

By = {beB|dleg tel que (b,]) € Drgen}
= {be B |3l eg tel que (b,]) € Dyen}-

Soit (b,1) € Dyep,. On sait que [ est en position générale dans g; au sens de Pukanszky.
De plus, I'’ensemble des indices de saut S, de g; coincide avec ’ensemble

{7i(0, ), ki(b,1) | 1 <i <d} ={ji, ki | 1 <i < d}

construit dans cette section (pour la forme linéaire | donnée) et est donc indépendant
de b, si b € B;. Ainsi, pour tout b € By, les ensembles 5}, respectivement 7T, coincident.

Notons T' cet ensemble commun et Vi = ZRZ; .
i€T
Il est clair que
DT,gen = Dgen N (Bl X VT)

Remarque. Si B est réduit a un point, alors Dy 4, est identifié a

* ok
gT,gen - ggen n VT7

I’ensemble des éléments génériques contenus dans la section d’orbite V.

3.4 De nouveaux parametres

Soient j; et ky définis précédemment.
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Posons X = Z,,Y = Z;, et Z, := [Zy,, Z;,|» = [ X, Y]p. Comme (Z;); est une base de
Jordan-Holder pour tout g,

[Z]17 U]b c< Zj1+17 SRR Zn >C 3(95),VU € Ob;

olt les définitions pi (b, 1) et les bases (Z (b,1)); dépendent en fait seulement de l| <z, ., . z,>
et plus particulierement de son noyau ker(/|< Zj1+1,...,Zn>).

Pour p;(b,1), ceci est clair par définition. Pour chaque vecteur de base Z} (b, 1), remar-
quons qu’on doit écrire

< Zj1+1, ceey Z, >=RZ, & kel"(l‘<zj1+17.._7zn>),

qui, pour b fixé, <z, ., . z,> est completement déterminé par sa valeur sur Z, et par

kef(l\<zjl+1, .z,>) et qui donc jl[[J?—Z]]b; dépend uniquement de ker(l‘<zj1+1,,,,,zn>) (si

(b,1) € Dy gen, et donc < 1, [Z;,, Zy, ] >F# 0).

De ce point de vue, faire varier [ signifie considérer tous les sous-espaces de codimension
un V(b) de < Zj, 41, ..., Z, > tels que Z, ¢ V(b). Donc, a la place de caractériser p; (b, ()
par (b,1), on doit aussi le caractériser par b et un sous-espace V' (b), respectivement par
b et un vecteur de base de V'(b). Ceci nous conduit a la paramétrisation suivante :

Soit m := n—j; et identifions < Z; 11, ..., Z, > avec R™ grace alabase {Z;,41,...,Z,}.
Un sous- espace de codimension un de < Zj 41,...,Z, > est alors caractérisé par les
vecteurs b = (by,...,bm1) € (R™)™ ! tel que les b sont linéairement indépendants,

i.e., par un ouvert de Zariski de (R™)™1.

Les sous-espaces V' (b) considérés ici vérifient la condition supplémentaire Z, ¢ V' (b), qui

peut étre décrite par det(Zy,by,...,by,_1) # 0, qui donne encore un ouvert de Zariski

de (R™)m—1,

Posons
g = {(b,b) € Bx (R™)™ " | b; linéairement indépendants} (4.1)
& = {(, b) el det(Zb,bl, e m—l) # 0} (4.2)
g = {(bb) € By x (R™)™ " | b; linéairement indépendants} (4.3)
g = {(b,b) €& | det(Zy, by, ... by_1) # 0} (4.4)

Définissons, pour tout (b,g) €&,

p1(b,b) :={U eg|[Z,,Ul,e<b>},
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ol < b > désigne I'espace vectoriel engendré par by, ...b,,_1.

Pour définir la base de p;(b, b), il faut remarquer que
< Zijits o Ly >=RZ® < b >,
il existe pour chaque Z; un unique «; € R et un unique v; €< b > tels que
(Ziy, Zily = iZy + vy = o[ 2y, , Zj, o + i

Notons que «; = 0 si ¢ > ky, et alors [Z;,, Zi], = 0.

Définissons

Zz'l(b7~) = ZZ + aiZklv pour i 7é kl-

En particulier, Z}(b,b) = Z; si i > ky. Il est facile alors de voir que p;(b,b) est un idéal
de codimension un dans g.

Notons [+, ], pour le crochet de Lie dans p1(b,b) (qui coincide bien siir avec [, ],).
On a le résultat suivant :

Proposition 3.1. {Z}(b,b) | i € I} est une base de Jordan-Holder de p1(b,b) et les

constantes de structure pour cette base dans py(b,b) sont des fonctions rationnelles en
b, b, si (g,B) est une algébre de Lie rationnellement variable.

Démonstration. Montrons d’abord que Z!(b,b) € py(b,b).
Cas 1. Si i > ky,

on a alors Z}(b,b) = Z; et que [Z},, Z;], = 0 par définition de k.
Cas 2. Si i < kq, alors

[Zﬁ? Zzl<b7g)]b = [ij Zz]b + Oéi[Zjla Zkl]b =v; €< g >
et donce Z}(b,b) € py (b, b).

Par construction, les vecteurs Z}(b,b), ¢ € I}, sont indépendants et alors ils forment

une base de p; (b, b).

En effet p;(b, b) peut étre au plus de dimension n — 1 car Zx, & p1(b,b). D’ou

g = RZ, ®p1(b,0) = RX @ p1(b,0).

Calculons & présent les constantes de structure a@f;(b,b) pour la base Z}(b,b) dans

pl(ba )
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Cas 3. Si 4,5 > ky, alors

[Zil(b’g)a Z;(bvg)](b,g) = [Zi7 Zj]b = Z af](b)zk = Z CLZ(())Z;([),E%

k>max{i,j}>k1 k>max{i,j}>k1

ie., ay;(b, b) = ay;(b) dans ce cas.

Cas 4. Sii < ky < 7, alors

[Zzl(b;g)vzjl(bafg)](bﬁ) = [Zi+aiZk17Zj]b
= Z CLZ(b)Zk—i-OéZ Z aﬁlj(b)Zk

k>j5>k1 k>j5>k1
= > (af(b) + cuaf, (b)) ZL(b,D)
k>j5>k1

et af; (b, b) = afi(b) + cgai ;(b) si k> j >k > i
Les autres constantes de structure étant nulles, car al (b) = 0 si t < max{r, s}.

Cas 5. Sii,j < kq, alors

2} (6,8), Z} (0.0 5y = [Zir Zl + il Zys Zils + (21, 2o

= > a0t Y ap (02 +a; > ak, (b)Z

k:>max{i,j} k>kq k>kq

= Y d0(ZE0,0) — i)+l (V) Zk + D ai(0)ZE(b,D)

max{i,j }<k<ky k>k1

tai - ap; (0)ZE0,0) + a; Y afy, (0)Z(b,0)

k>k k>k1

(- X wd®)z > )z

max{%,j }<k<ky max{%,j }<k<ky

£ 37 (aly(0) + aial, () + s, (9)) 20, 5).

k>kq

Comme (Z}(b,g))ie 1, est une base de I'idéal py(b,b), le coefficient de Z, dans ce calcul
doit s’annuler et les nouvelles constantes de structure sont définies par

a(b,b) = ali(b) si max{i,j} <k <k et
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'd’fj(b,~) = a?j(b) + Oéiailj(b) + ajal, (b) stk > k.

Les autres constantes de structures étant nulles.
Ce qui prouve que (ZL(b,b))rer, est une base de Jordan-Hélder pour p, (b, b).

Supposons que (g, B) est une algebre de Lie rationnellement variable. Comme

o — det([Zjl, Zi]b7gl7 R ,Em_1>
det([Zkl, Zj1]b7 bl, ey bm—l)

Y

ou «; est une fonction rationnelle en b,g. Donc les nouvelles constantes de structure
'dfj(b, b) sont aussi des fonctions rationnelles en b, b. La formule pour «; montre que les

constantes de structure dépendent uniquement de b et < b>. Il

3.5 Bases coexponentielles

Comme dans [L-Z] ou [Lu-Mu], notons X (b,1) = Z, (b,1), ..., Xa(b,l) = Z,(b,1).

Alors X(b,1),...,Xa(b,1) est une base coexponentielle a la polarisation p4(b,1) = by
dans gp.

Si (b,1) € Dyen, on a bien stur Xy(b,1) = Zy,,..., Xa(b,l) = Z,, i.e., les vecteurs de
base sont fixés.

3.6 De nouvelles structures variables

A Torigine, < b > est défini par ker (/)< Zi i1 z,>)- Aussi on veut considérer seulement
les formes linéaires sur p; (b, b) qui annulent < b >. Pour ce faire, on regarde le quotient
par < b > et on obtient une nouvelle structure variable. Les détails de ces constructions

sont les suivants :

Donnons-nous p; (b, b), la base (Z é(b,g))ke 1, et les constantes de structure pour le crochet
de Lie dans p;(b,b) par rapport a cette nouvelle base dépendant uniquement de b et
<b>.



67

On peut alors définir une nouvelle algebre de Lie rationnellement variable (q;,&;) par
a1(b,b) == p1(b,b)/ < b >,

en prenant dans q; (b, b) la base de Jordan-Hélder

{Z(b,b) mod < b> | k€ I,k < ji}| J{Z mod <b >}

et en identifiant cette base a I'aide d’une base fixe dans un espace vectoriel réel q; de
dimension j;. Alors la dépendance en b et b est entierement contenue dans le crochet de
Lie [+, ‘](b;l;) et (q1,&1) peut étre considérée comme une algebre de Lie rationnellement
variable, dont le groupe de Lie variable associé est noté (@1, &1).

De la méme maniere, on définit une algebre de Lie rationnellement variable (vq, &) par

v1(b,0) == pa(b,b)/ < Zjy, b >= qu(b,b)/ < Zj, >,

en prenant dans ty(b, b) la base de Jordan-Hélder
{Z(b,b) mod < Z;,,b> | ke, k< ji}| J{Z mod < Z,,b>}.

Notons Z%(b,ﬁv) = Z,i(b,g) mod < Zjl,g> sikel,k<j

ot Z!

]1+1(b,~) = Z, mod < Zjl,g > pour cette base.

Faisons alors le méme type d’identifications que précédemment et notons (R, &) pour
le groupe de Lie variable associé.

Considérons la nouvelle structure variable (t1, £1). Toutes les constructions précédentes
peuvent étre bien sur effectuées pour cette nouvelle structure.

Notons

8, Ty TV, » Vs D gons Ji(0, 0,0, Ki(b,,0), Gi(b, b), i (b, 0), Jis ki, D, I pour i > 2
(comme ¢ = 1 correspond a g) pour les objets correspondants a (ty, & ). Ici les indices
sont définis par rapport a la base de Jordan-Hélder définie ci-dessus.

En particulier, S = U {(b,b)} x VN(b,Z).
(bb)EEr

Définition 3.3. Définissons 'application

bd:.S§—-S8
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par
O(b,b,1) = (b,1),

oul € g* est donnée par

<lU> = <l,U> YU Ep(bb)
<[, X> = 0,

avec U = U mod < Zjl,g >.

Dans ce contexte [ est completement déterminée et < [, X >=<[,Y >=0, [ =0.

|<b>
Remarquons en particulier que cette forme linéaire [ est nulle sur les vecteurs de bases
correspondants aux indices de Pukanszky de gy, i.e., [ € Vi, et donc (b,]) € S.

On obtient alors le lemme suivant :

Lemme 3.2. L’application ® est bien définie, injective et continue. Les familles d’in-
dices j et k vérifient

De plus,

Drgen = B(D NDy.

T,gen)

Démonstration. La continuité de ® est claire, par définition.

Pour chaque U € py (b, b), notons U pour U mod < Zjl,g >e ty(b, b).

Montrons que D; NS C TJmd.

Pour ce faire, soit (b,]) € D1 NS. D’ou < I, [Zy,, Z;,]» >F# 0.

et définissons [ € tl(b,g)* =1t} par < Z U >:=<1,U > pour tout U € tl(b,~).

Cet élément [ est bien défini car < I, Zj >=0 (1€ Vp) et 5 =0 (dapres le choix
de b).

De plus, (b,ET) € S comme les indices de saut au sens de Pukanszky de [ dans tl(b,N)
coincident avec les indices de saut de Pukanszky de [ dans g, qui sont plus petits que j;
et différents de &k et j;. D’apres le choix de [ et g, Zy = Zky, Zj p €< b> et (b,g) €&
Donc (b,b,1) € S et ®(b,b,1) = (b, 1) par construction.

D'ou D; NS C Imd.
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Remarquons que Dy ., N @~ (Drgen) # 0.
En effet, Dy g4ep, est un ouvert non vide de & contenu dans Jm®,
car Dy gen, C D1 NS C Im.

Par continuité de ®, ®~!(Dr ;) est un ouvert non vide de S. De plus, D~ est un

~ T,gen
ouvert de Zariski de S.
Donc Dz, N & (Drgen) # 0.
OH~V8it qu ,]2(b7’g7’lv) = j?(Cb(b7gv~)) = j?(bvl)7 32(b7g) = ]2(6)7 }2 = j27 pour Chaque
(b,5,0) € S.

En effet, le passage de p;(b,b) a v1(b,b) est obtenu en prenant le quotient avec le sous-

espace du centre de p;(b,b). Ceci n’affecte pas la définition de ces indices.

Montrons maintenant que ky = Eg.

Pour ce faire, soient (b, b, 1) € 5T,gen N &Y Dryen) et (b,1) = ®(b,b,1). Alors

< LZ},(b,0), Z} (b)) 5 ># 0

(Comme J2=J2 = }2(b7 ba l)7 %2 = %Q(bvgvﬁj) et donc
<1,[Z,(b,1), Z; (b, 1)}y ># 0,

avec (b,1) € Dy gen. D0l ky < ko(b, 1) = ky.
Réciproquement, comme (b,1) € Dr gep €t (b,1) = @(b,g,N),

<lJZi®J%Zé@Jﬂb>#O,

ce qui implique que _ _ N
<1,[Z,(0,0), Z4, (b,0)] 5 ># 0,
(avec jy = gy = }g(b,E,N)) par définition de [.
Donc ky < EQ(b,Z,T) = 752 comme (b,g, l) € 5T,gen' D’ou %2 = ks.
Posons ﬁz: {£b757z> € 5.1 XtT | (ba l) S Dh 32(bagaz) = 3/2 = j2 et 7;2(177577) = EQ = k2}
Alors ®(D,NS) =D, N S.
En effet, remarquons tout d’abord que Do NS C D1 NS C JmO.

On a ainsi (b, 1) = ®(b, b, 1) avec (b,1) € D3N S.
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En particulier

<1,12},(b,b), Zj (b, b)], ># 0
comme js(b, 1) = jo et ko(b,1) = ks.
D’apres la définition de &,

<L1Z,(0.), Z,(0.5)) 5 ># 0.

Ce qui montre tout d’abord que Z1 , (D, E) Z v, (b,b)(1), le stablhsateur de [ dans r1(b, b),
et ainsi ]2 = Jp < jg(b b l) Comme on a toujours ]Q(b b l) < ]2, on obtient en effet
Ja(b,b,1) = Jo.

Mais on doit alors avoir ks = ky < kQ(b b l) Comme l'inégalité inverse est toujours
vraie, on obtient ko(b,b,1) = ks et (b,b,1) € Ds.

D’apres Do NS € D1 NS C TJmd, ceci montre que Do NS C CID(YSQ N §) L’inclusion
inverse se montre de la méme maniere.

Procédons maintenant par récurrence.

Supposons que js = js et ks = ki pour s < i — 1, <I>( 1N S) NS (252-_1 étant
défini de la méme fagon que Dg) et prouvons les meémes relatlons pour tout <.

De méme que dans le cas ¢ = 2, on voit que

Gi(b,6,1) = Gi(®(b,b,1)) = ji(b, 1), 5:(b,b) = 5;(b) et j; = j; pour chaque (b,b,1) € D; ;.

Le méme argument que dans le cas ¢ = 2 montre que k; = k;.

DOI’IC, si 51 = {(b,’g,’lv) € ,51',1 | ;Z(b,/g,/lv) = }; = jl et %Z(b,/g,i) = ’];z = /{Z}, alors

®(D;NS) =D;NS. Pour i = d la procédure s’arréte et on obtient le résultat voulu.
O]

3.7 Les bons espaces de fonctions

Soit (G, B) un groupe de Lie rationnellement variable muni de sa base fixe {71, ..., Z,}.

Une fonction h sur Gy est identifiée a une fonction sur R™ par la formule

h(zy,...,x,) = h(expy(z121) b -+ b €xXpp(TnZn)).
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Définition 3.4. Soit r € N. On définit S(G, B,R") I’ensemble des fonctions

f:BxR"xR" — C
(bu a, (Ih - 7xn)) = f(ba a, eXpb(xlzl) K2 eXpb(ann))

qui sont C*™ par rapport a toutes les variables et telles que

Hf“K7A731732701702
= sup [ sup o™z
beK;a€R™z€R™ L |a|<A;|r;|<Byils;|<Cjii,je{1,2}
80, 87‘2 682
obe Qa2 Qa2
< 400

f(b,a,expy(x121) b -+ b expy(TnZy))]

ol K désigne un compact arbitraire de B et A, B;,C; € N.

Soit B = U K,,, les ensembles K, étant des compacts. Si K parcourt les ensembles K,

meN
et A, B;, C; 'ensemble des entiers naturels N, alors on obtient une famille dénombrable

de semi-normes qui définit la topologie de S(G, B,R"), qui devient ainsi un espace de
Fréchet.

Soit U un ouvert de Zariski dans Dr gep,.
Alors U est disjoint de B x {0}, car (b,0) n’appartient jamais & Dr gep,.

Pour chaque forme linéaire [ € V7, , soit b, la polarisation de Vergne en [ dans g, par
rapport a la base donnée.

On sait que b,y = pa(b, 1) si (b,1) € Dr gen, voir la section 3.3.5. Soit x () le caractere
— e—27ri<l,logb u>'

unitaire défini sur B,y = exp,b,y par la formule x ()
Soit X1(b,1) = Z,, ..., X4(b,1) = Z, la base coexponentielle de g, par rapport a b, ).
Grace a cette base, G/ B, peut étre identifiée a R¢.

Définition 3.5. Soit r € N. L’espace des noyaux N (G,U,R") est défini comme
I’ensemble de toutes les fonctions C*

F:BxVexR xRI'xR?— C

qui vérifient les deux conditions suivantes :
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(1)
F(b1,--)=0si (b1) €U,

donc en particulier si (b,1) € Dr gen-

(i)

||| x,4,0,D1,00, 1,55, 1 o
= sup sup |adr o1yt
(b,)EK;a€R;x,y€RE - |a|<A;|c|<C;|d1|<Dq;|d2|<D2;le1|<E1;lea| <Eo;| f1|<F1;| f2|<F2
9% 0¢ 9% g2 9
0be Ol Qa2 Qxe2 Oyt
< 400

F(b7 l7 a’ x? y)|

ou K est un compact de i et A, C, Dy, Do, E1, Es, F, F5 € N.

Soit U = U K, les ensembles K, étant des compacts dans U. Si K parcourt les

seN
ensembles K, et A, C, Dy, Do, E1, Ey, Fy, F5 parcourent les entiers N, alors on obtient

une famille dénombrable de semi-normes qui définissent la topologie de N'(G,U,R") et
qui conferent & N (G, U, R") une structure d’espace de Fréchet.

Finalement, considérons la définition suivante
Définition 3.6. Soit N.(G,U,R") le sous-espace de N'(G; U, R") formé par les fonctions
F' qui vérifient les deux conditions suivantes :

(iii) Pour chaque b € By (i.e. (b,1) € Dr g, pour au moins une forme linéaire [), il existe
un compact K (b) dans Vr tel que {b} x K(b) C Drgen et F(b,1,-,-,-) =0sil & K(b).

En particulier, 0 ¢ K (b) car (b,0) & Dr gen.

(iv) Pour chaque (by,lo) € (Bi X Vi) \ Drgen, il existe un voisinage ouvert Vi, ;) de
(bo, lo) dans By x Vp tel que F(b,1,-,-,-) = 0 pour tout (b,1) € Vi 10)-

L’espace N.(G,U,R") n’est plus un espace de Fréchet pour les semi-normes données.

Remarques. 1. F(b,1,a, -, -) peut étre vue comme une fonction sur Gy/ B,y X G/ B,y
en écrivant

Fb,l,a,x,y) = F(bl,a,exp,(x1X1(b, 1)) 4+ -+ p expy (e Xa(b, 1)),
expy (Y1.X1(b, 1)) 5 - - b expy(yaXa(b, 1))
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ou méme comme une fonction sur Gy x Gy si on introduit la relation de covariance

F(ba l7 a,T - h7 y- h,) = X(b,l)(h)X(b,l)(h,)F(b7 la «, T, y) vm7 Yy e Gb7Vha h' € B(b,l)~

2. On peut étendre F' en une fonction en [ définie sur 'orbite coadjointe entiere passant
par [ en posant

F(ba (Ad*g)(l),a,x,y) - F(b7l7a7$ 9,y g) v97$7y € Gb~

(voir la formule (5.11) du chapitre 1)

Dans ce chapitre, on notera F' une fonction ayant les précédentes propriétés.

3. 51 B est réduit a un point, i.e., si on oublie la structure variable, Dy, = g7, et, silf est
un ouvert de Zariski de gj.,, N Vr, on définit de la méme maniere 'espace de Schwartz
S(G,R"), N(G,U,R") et N.(G,U,R"), en utilisant les semi-normes correspondantes
pour définir leur topologie respective.

3.8 Le théoréeme d’inversion de Fourier

Prouvons d’abord un théoréme d’inversion de Fourier variable :

Théoreme 3.2. Soit (G, B) un groupe de Lie rationnellement variable muni de la base
de Jordan-Hélder fize Zy, . .., Z,. Notons By :== {b € B | 3l € g* tel que (b,]) € Drgen}-
Alors pour chaque r € N et chaque F' € No(G; Dr gen, R"), il existe une unique fonction
f e S(G, By, R") vérifiant :

Pour tout (b, 1) € Dy gen, Uopérateur mp (fo(a)(-)) admet F(b,1, v, -,-) comme noyau (si
on note fi(a)(+) pour f(b, a,-)), provenant des polarisations et des bases coexponentielles
correspondantes.

L’application F — f est continue par rapport aux topologies données.

Ce théoreme permet d’affirmer le résultat suivant, obtenu si B est réduit a un point,
i.e., si on n’a pas affaire aux structures variables, mais a un groupe de Lie nilpotent.

Théoreme 3.3. Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement connexe muni
d’une base de Jordan-Holder fize. Il existe un ouvert de Zariski g,.,, de g* tel que pour
chaque fonction F € M(G,g;en) il existe une unique fonction f € S(G) vérifiant :
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Pour chaque l € gg,,,, Uopérateur m(f) admet F(l,-,-) comme noyau, la polarisation en
l étant la polarisation de Vergne par rapport a la base donnée et la base coexponentielle
étant choisie comme dans les sections précédentes.

L’application F — f est continue par rapport auz topologies données.

La preuve de ce résultat sera donnée dans la section 3.8.2.

3.8.1 Résultats sur la tranformée de Radon

Dans cette section, nous rappelons quelques résultats sur la transformée de Radon (voir
[He]), qui permet de reconstruire une fonction f, si on connait chacune de ses intégrales
sur tout hyperplan de I'espace sur laquelle elle est définie. Pour les preuves, consulter
[He].

Soit f une fonction sur R™, intégrable sur chaque hyperplan de R™. Soit P™ I'espace
de tous les hyperplans de R™. Soient £ € P™ et du la mesure euclidienne £. Définissons
alors :

Définition 3.7. La transformée de Radon Rf de f en & est définie par

RFE) = /E f(@)du(z).

Paramétrisons a présent les hyperplans de R™ de la maniere suivante :
C(w,r)={zeR" | <z,w>=r1}

our € R et w est un vecteur normal a &.

Remarquons que (w, ) et (—w, —r) caractérisent le méme hyperplan £. On écrira donc

RFE) = Rf(w,r) = / F(@)dp(x)

<x,w>=Tr

et on a Rf(w,r) = Rf(—w,—7r), avec (w,r) € S™ ! x R, S™~! étant la sphere unité
dans R™.

On doit aussi considérer ’'espace de Schwartz suivant :
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Définition 3.8. L’espace de Schwartz S(P™) sur 'espace des hyperplans est défini par
S(P™) := {(p cS(S" ' xR) | p(w,r) = p(~w, —7),V(w,r) € S x R},
avec p € S(S™ ! x R) si et seulement si ¢ est une fonction C* telle que
s
wp (1 ) (D) ()| < oo

(w,r)eSm—1IxR

pour tous k,! € N, pour tout opérateur différentiel D sur S 1.

La transformée de Radon envoie S(R™) sur S(P™). On aimerait que la transformée de
Radon soit une bijection entre les espaces S(R™) et S(P™). Malheureusement, ce n’est
pas le cas. Néanmoins, on obtient une bijection si l’'on se restreint a certains sous-espaces
de S(R™) et S(P™) définis de le maniére suivante :

Définitions 3.1. 1. Soit S*(R™) I'espace des fonctions f € S(R™) telles que
f(z)P(x)dx =0 pour tout polynome P.
Rm
2. De méme, soit S*(P™) I'espace des fonctions ¢ € S(P™) telles que

/ o(w,r)p(r)dr =0 pour tout polynoéme p sur R, Vw € 8™ 1.
R

On obtient le résultat suivant, prouvé dans [He] :

Théoréeme 3.4. La transformée de Radon est une bijection de S*(R™) sur S*(P™).

Le théoreme précédent affirme que pour chaque ¢ € S*(P™), il existe une unique
fonction f € S*(R™) telle que ¢ = Rf. De plus, f peut étre obtenue a partir de ¢ par
une formule d’inversion(voir [He]) :

+o0 400 ) ]
f(x) — / |:/ (/ 67271'151"7?’](‘(&}’ T)d’f’) e27rzs<x,w>8m71d8 dw
Smfl 0 —

o
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+00 +00 ] )
— / |:/ (/ 6_2MSTQO((.U, T)d?“) €2ms<x,w>8m—1d8] dw
Sm—l 0 —

[e.9]

“+o00
— / |:/ @2 (w7 S)Sm71€2m’s<x,w>ds:| dw
Sm—1 0

olt 2 désigne la transformée de Fourier partielle en la deuxiéme variable. Mais, comme
© € S*(P™), ? et toutes ses dérivées partielles par rapport & la seconde variable sont
nulles en s = 0. Donc la fonction ¢ définie par

U(w,s) = { TP ns) s 20

0 sis<0

est une fonction C™ et appartient & S(S™ ! x R).
Finalement

flz) = /Sm_l [ +Oo¢(w,s)62ms<x’w>ds] dw

o0

= P w, — < 2w >)dw

Sm—1

ol 2 € S(S™! x R).

3.8.2 Preuve du théoreme d’inversion de Fourier

Nous allons faire une récurrence sur la dimension de g.

Cas 1. Supposons que dimg = 1.

Alors g, = R pour tout b et il n’existe pas de structure variable. Le résultat est obtenu
par le théoreme d’inversion de Fourier classique.

Cas 2. Supposons que dimg =n > 1.

Dans le reste de cette section, on écrira x -y pour le produit dans G, a la place de z -, y.

On utilisera la construction et les définitions précédemment introduites. Considérons
en particulier la nouvelle algebre de Lie rationnellement variable (v, &).



7

Rappelons que l'on a posé X = Z;,,Y = Z,, (et ceci pour tout b d’apres le choix de
Dyen) et Zp = [X,Y]. Considérons la fonction ® : S — S posée dans la définition 3.3

et rappelons que Dy ge,, = (D5 gen) N Ds.

Soit F' € N.(G, Dr gen, R") et définissons Fe /\/'C(Rl,ﬁ R"*2) par

T,gen’
ﬁ(bufl;)fl:sat»a;gl)gi) = | < lu [Xa Y]b > | ’ F(bJ;a;epr((S +t)X) ' gl7epr(tX) ’ gi)?
pour (b,gj) e& x5, teRaeR ¢,0) € Rl(b,g), ou (b,1) = @(b,g,~).

En particulier, ﬁ(b,g,lN, ) = 00si (b,Z,ZN) ¢ 15igm, comme, dans ce cas, (b,1) ¢
D1 gen €t done F(b,1,-,-,-) = 0.

Cette fonction est bien définie, car l‘ vie =06t < Y,g > est contenu dans le centre de

p1(b,b) et donc dans la polarisation pg(b, b). Elle possede la méme relation de covariance

que F' et est C*>. Elle est bornée, comme F' pour les semi-normes appropriées.
Pour chaque (b, b) tel que (b, b,1) € 5% gen, POUT aU MOINS une forme lindaire [, il existe

un compact K (b,b) dans VT(bib) = V5 (la section des orbites dans ti(b,b)*) tel que
0¢& K(bb) et F(bbl;+,,+;-,-)=0sil¢& K(bb).

En effet, soient K (b) le compact de Vg, = Vr introduit dans la définition 3.6

et Ly ={l€Vr |l

Donc A(b,b) = K(b) N L, 3 est un compact de Vr et L(b,b). De plus I'application

= 0}, qui est un fermé de V7.

Loy — Vi, =Vr

I — 1

définie par lN(ﬂ) = [(u) pour chaque u € pl(b,g) tel que u = w mod < Y,g > est une
bijection continue de L(bE) sur Vz.

Soit K (b,b) I'image de A(b,b) par cette application. Donc K (b, b) est un compact de
Vz tel que 0 & K(b,b). Par construction, [ € Vz\ K(b,b) implique que [ € Vi \ K(b) et
alors que F(b,l;+;-,-) =0 et ﬁ(b,g,lN; v+ ) = 0. Ce qui prouve la condition (iii) de
la définition 3.6.

Pour prouver (iv), prenons (by, bo, lo) € (£ x Vz) \ﬁigen-

Soit (b, lo) = @(bo,go,%). D’apres le lemme 3.2, (bo, lo) & Drgen-
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Donc, par la propriété (iv) de la définition 3.6, il existe Vi, ), voisinage ouvert de (bo, lo)
dans B x Vr tel que F(b,l,-,-,-) = 0 pour chaque (b,1) € Vipy15)- D'0olt D71 (V1)) €St
un voisinage ouvert de (b, ly) dans & x V.

Soit (b, b,1) € " (Vpyu10)) et posons (b, 1) = (b, b, 1).

Alors (b,1) € Vipo0) €t F(b,1,-,-,-) = 0.

Mais, par définition de ;]5, ;ﬁ(b,g,z ey ) = 0.

Ainsi la fonction ﬁ satisfait les hypotheses du théoreme 3.2.

Notons %(bZB la représentation irréductible unitaire de R; associée a tj, la polarisation

b b de [ dans vy étant donnée par
[’(b,’z}f) = b,y mod < Y,g >=p4(b,l) mod < Y,g >,

olt by = pa(b,1) est la polarisation de Vergne en [ dans g. Alors b(b'z;i) est la po-
larisation de Vergne en [ dans vy par rapport a la la base donnée. Par hypothese de

récurrence, il existe fo € S(Ry, &, R™?) tel que I'opérateur %(bﬁ)(fo(b,g, s, t,a,-)) ad-
mette ﬁ(b,g,lN; s,t,q; -, ) comme noyau par chaque (b,g,N) € 15f gen-

En particulier, pour chaque (b,g) fixé, fo(b,g, s, t,a,-) € S(Pl(b,g)/epr <Y,b >).

Supposons que Z, €< b>.

Alors < Zji41,..., Zn > | < b>=RZ, mod < b > pour tout (b,b) et < Y, Zj 41, ..., Zn >
/ <b>=<Y,Z,> mod <b>.

Pour [ € L3 tel que < [, Z, ># 0, posons ¢, =< [, Z, > (# 0) et notons Xbh) le
caractere défini sur

eXp(b;l;)< <Y.Zji1,....Z;,>] < b> ) = expy(< Y, Z, >)

727Ti<l,log(b %) u>

par X, s n (u) =e
En particulier, X(b;l;’cl)(epr(er)) = X(51) (exp,(rZy)) =€

—27ire

On définit la fonction f; par

fl(b7gvsat7a7gl7l) = fo(b,fl\)l S7t7aagl ' Z)X(b,z,l)(z)dz
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/ fo(b,g7 s,t,a, g1 - expy(vZy))e Ty si 7y €< b>
R

pour g, € Ry(b,b) = exp(bz)tl(b,,l;).
Ecrivons fl(b,g,s,t,a;gl,cl) et notons que, pour (b,g, s, t, a) fixé,
Fi(b,by st a5 ¢) € S(Pi(b,b) fexpy, <Y, Zjyias s Zn >, X i)

ce qui signifie que c’est une fonction de Schwartz sur Pl(b,g)/epr <Y, Zji41, - Zp>
(pour chaque base fixée), vérifiant la condition de covariance

fl(bvgu S, t? a5 gy eXpb(yY) ’ eXpb(’ZZb) ’ ng C) = ezﬂiczfl(b7gu S, t? a; g1, C)

pour tout z; € exp,(< b>),

i.e., la covariance pour le caractere Xode) = X SUL < Y, Zb,g >=<Y,Zj 11, .., %y, >,
ou la forme linéaire [, satisfait < [.,Y >=<[.,b; >= 0 pour chaque j et <., Z, >=c.
Elle est de Schwartz en s,t, a, ¢ et C* en b, b.

De plus, comme F(b bl -,) =0sil & K(b,b), il existe une constante C(b, b) telle
que 7,55 (fo(b, b)) =0si| <1,Z,> | = o] < Cb,b) (comme K(b,b) C Dx

T,gen
est compact et comme < l, Z >=£ () pour le K (b, b))

Dans ce cas,

,7%(1),5,?) (fO(bag7 ERERERS) )) = %/(bﬂf) (gl) [/Rfo(b7gv RRERS] glepr(zzb))e_quzdz] dgl =0

/R1 (bb)/€XD, (RZy)

pour toute forme linéaire I telle que |¢;| < C(b,b) et donc

f1<b) b7 5y 91, CZ) = / fo(b,g, 5y g1 eXpb(ZZb))e_zﬂiZCle - 07 .
R

Ceci est en particulier vrai si < [, Z, >= ¢; = 0.

Définissons a présent une fonction RF' par

ﬁ(b,g,a,epr(sX) cq1,l) = ﬁ(b,g,a,epr(sX) S, 0) = / fl(b,g,s,t,a,gft,cl)dt
R

sicp =< 1,2, >, olt g;* = expy(—tX) - g - exp,(tX) et g1 € Py(b,b)/exp,(< b >).
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Pour g; = w - exp,(yY) - expy,(22,) mod exp,(< b >), le calcul montre que

RE(b,b, v, expy(sX) w-exp,(yY)-exp,(22), c) = 2mcz/fl a,w e, c)e L,

sic#0et ﬁ(bga,-,O):O
Remarquons _que pour b, b fixés, on obtient une fonction de Schwartz en «, s, w,y,c,
comme f;(b,b, -, ¢) =0si |c| < C(b,b), spécialement si ¢ = 0, et

RE(b,b,a,,c) € S(Gy/expy(Z,5), Xy50) = S(Go/exDy < Zjists- 2 Zn > X))

i.e., elle vérifie la condition de covariance

R\ﬁ(b,g, a,g-expy(22y),c) = e%icz}%\ﬁ’(b,g, a,g,c)
puisque f1 a cette méme propriété.

Finalement on obtient une fonction RF' définie par

RF(b,b,a,g) = / Eﬁ(b,g, a, expy(sX) - w - expy(yY) - expy(22), ¢)dc
R

= / ﬁ(b,g, a, epr(sX) Cw - eXpb(yY), c)e2mczdc
R

si g = expy(sX) - w - expy(yY) - expy(22,) mod exp,(< b >).

Comme RF est de Schwartz en ¢, RF est de Schwartz en z.

En particulier, pour tout b,g, a, RF(b,g, a,+) € S(Gy/ < b >).

Remarquons que i]*i/dépend seulement de b, < b> (a la place de b,g). Ainsi ceci est vrai
aussi pour fo, fi, RF, RF.

Par construction, RF' est C* en b, b et de Schwartz en a.

Ainsi, pour b, « fixés, on définit une fonction de Schwartz sur Gy /exp, (< b >) pour tout
b tel que Z, €< b>.

Le théoreme d’inversion de Fourier implique que

RE (0,5, a,g,c) = / RF(b,b,a, g - expy(2Z,))e 2"*dz = RF (b, b, a, g, ¢),
R
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—7
ot RE™" désigne la transformée de Fourier dans la direction de Z,.

Soient £,&’, &1, & comme dans 4.1. Rappelons que I'on a défini RF(b,g, -,+) pour tout
(b,b) € &1, i.e., pour tout (b,b) tel qu’il existe au moins une forme linéaire | € g* telle
que (b,1) € Dy gen et telle que Z, €< b >.

Définissons
RF(b,b,-,) :==0si Z, e<b>.

On doit prouver que cette extension de la fonction RF a & est C* en (b, b) Pour
obtenir ce résultat, soit (b, bg) e & tel que Zbo e< bo >. On doit montrer qu’il existe
un voisinage ouvert @ de (by, by) tel que RF(b, b, -,-) = 0 pour tout (b,b) € ONE,. Ceci
impliquera que 'extension de RF est C*> en (b,g) autour de (b, bo)

Soit [ € g* telle que lj<z; ., . z,> Z 0 et notons

-----

_ *
l|<Zj1+17-~-,Zn> - lj1+1Z j1+1 +--t ann'

Ainsiker(l|<z, ,,...z,>) est un hyperplan de < Zj, 11, ..., Z, > qui admet m(ljlﬂ, .
J1

(exprimé dans la base Z7 . ,,..., Z,;) comme vecteur normal unitaire.

En effet (aj,41,...,a0) = aj1Zj,01 + -+ + anZy, € ker(l<z, ., z,>) si et seulement

si aj1+llj1+1 + -+ anln = 0.

Donc
Zy € ker(l|<zn+h Tn> ) = (lj1+1, c. ,ln) - Zp=0
ity -5 ln) - 2y _0
T Bt thlzl
ou - désigne le produit scalaire et Z; est aussi exprimé dans la base Z;,11,...,Z,.
Considérons

N = {(b,l)EleVT] <l,Zb >:0}

1 Zn> =< by >. Soit K un voisinage compact de
(bo, ly) € By x Vp et soit int(K) son intérieur. D’apres la définition 3.6 (iv), il existe

et (bo,lo) € N tels que kerly<z,

pour tout (b1,l;) € N un voisinage ouvert Vi, ;) dans By x Vr tel que F(b,1,-,-,-) =0
pour tout (b,1) € Vi, 1,)-

)
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Posons

V= U V(bl,ll)'

(b1,l1)eNNK
Alors V est un ouvert de By x Vi, F(b,l,-,-,-) = 0 pour tout (b,l) € V
et i =KnN ((Bl x Vr)\ V) est compact. Par construction, < [, Z, >+ 0 sur K;.

Définissons maintenant

(ouvert de Zariski de g*) et

par
i1 ln) - 2y

‘wm 2z

Cette fonction f est continue et strictement positive sur le compact IC;. Elle représente

le cosinus de 'angle entre les directions de < Zj 11,...,Z, > défini par Z, et par un
vecteur normal a kerl|- Ziy 41 Zn >

Soit
e:=min{f(b,1) | (b,1) € K;}.

Alors € > 0 et .
U :={b,1) eint(K)ynW | f(b1) < 5}

est un ouvert non vide de By x Vr, contenu dans K, contenant (b, ly) car f(bg,ly) = 0.

Posons alors

\1125/ — leVT
(b,8) = (b, (bi A= Abp)?)

ol (51 A /\gm_l)* est défini par

(br A= Abyer)* (b1 A Amlg_1
(51A~~-Agm 1)*(1)) pour j=1,...m—1
by Ao b1) (Zy) = pour k < 73
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Clairement, (51 A Agm_l)* € Vp, comme ses coordonnées sont nulles sur les indices
de saut de Pukanszky. Bien str, les coordonnées de (by A -+ A by,—1)* dans la base

Zg*1+17 ... Zy coincident avec les coordonnées de by A ... b, dans la base Z; 41,..., Z,.

La fonction W est continue.
Remarquons aussi que JmW NY # (.

En effet, soit [ € V7 telle que 'angle de Z;, avec ker(l|<z, .,...z,>) est tres proche de

777777

mais différent de celui-ci, alors 0 < f(bo, 1) < §. Prenons a présent b une base arbitraire

de ker(li<z; ,,,...2,>)-

Done Zy, @< b >, (i A ... 0pr)* = Klj<z,,
et f(bos (b1 A= Abm1)*) = flbo, 1) < &
D'ott (bo, (b1 A -+ Abp1)*) € U N TImW.

~ pour une constante k

.....

Donc @ = U~1(1f) est un ouvert non vide de &', contenant (bo, by)
car f(bo, ((bo)r A -+ A (EO)mfl)*) = 0.
Soit (b,b) € ONEL ie., tel que Z, g< b >. Soit (b, 1) = (b, b, 1)

avec [ = (by A+~ Abp_1)* € Vi et | Pélément correspondant de ¢t (voir la définition 3.3
pour ®).

En particulier, (b,1) = W(b,b) € U et f(b,1) < 5. Donc (b,1) € L\ Ky, ie., (b,1) €V et
(bala 5 ) = 0.

D’ou fo(b, b, ) =0et RF(b, b, -,-) =0, d’apres les constructions ci-dessus.

Ce qu’il fallait démontrer.

Supposons encore que Z, < b >. Soit I € py(b,b)* (I étant choisie dans la section
des orbites) telle que ll g =0et < 1,Y >= 0. Alors les représentations de Py (b, b) et

Py(b,b)/exp,(< b >) induites par le caractere X5y @gissent sur le méme espace L? et
peuvent donc étre identifiées.

Notons les 7, 3 . On obtient, pour ¢ =< 1,2y >, pour RF(b,b, ov, exp,(sX)(-)) considérée

comme une fonction sur Py (b,b)/ < b >,

T (RE(b, b, v, expy (s X)( ///RF (b, b, v, expy(sX) - w - expy(yY)

-expy(22p)) (bbz)(w expy (YY) - exp,(2Zp))didydz



84

— ///RF(b,Z,a,eXpb(sX)-w-epr(yY)

expy(226))T 4,5 (w)e 2™ didydz
= [ [ BB aexpy(sX) w0 expyuY). o 5 (w)divdy

= ///fl (b, b s, t,a,wt - expy (YY) - expy(—ytZy), c)
T (W) dwdydt

= ///fl(b,b,s,t,oz,wt,c)e2mcyt%(b;l;’l~)(w)dwdydt.

Soit & présent [ € g* NV telle que (b,1) € Dy gey €t l|<5> =0.

En particulier, < [, X >=< [,Y >= 0, par le choix des sections d’orbite et ¢ =
l, Zy ># 0 comme (b,1) € Dr gepn. Soit I la forme linéaire correspondante sur t (b, b) et
~(b 5. la représentation associée de Ry (b, b).

Remarquons que 7y peut étre considérée comme une représentation de G, et de

Gy/expy(< b >), car < b > est contenu dans la polarisation en [ et car [ ; = 0.

|<b
Cette identification sera faite dans les calculs suivants :

(o (RE(b,B,0,)€) (5)(91) = / T (RE0.5,0,expy(s — )X - () )&(1) (gt

= / / / / RF(b,b, v, expy(s — )X - (wexp,yY expyzZs)")

50 (W)e e () (g1) dudydzdt

_ ///RF (5,5, expy(s — )X - (wexpyy¥ ), )
T i (W)E () (g1)didydt

:/// /flbbs tu o, (wexpyyY ), ¢)du )

Topn (W)E(E) (1) didydt

= ////ﬁ (b,b, s — t,u, o, w' “exp,yY exp,(t — u)yZy, c)

T o5 (W)E(E) (g1)dudidydt

= ////flbbs t,u, o, w' “’,)%ic(t_")y

T pan (W)E) (g1)dudidydt
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) //// /fo _t7“’047wt_“eprer)e—2mcrdT>

PTAI  o (w)E(H) (g1 ) dudriodydt

= c|///f0 (b, b,s—t,t L wexp,TZy)e” 2T

T (b,b l)( w)&(t)(gr)dwdtdr

= |///fobbs t,t, a, wexpyrZy)

(b,b,z) (wexpyrZy)&(t) (g1 )dwdtdr

1 - T .

_ i [ Fonn fo<b,b,s—t,t,a,<->)5<t><gl>dt

_ / / F(b,5,15 —t,t,a, gu, §)E(t)(d,)dgldt
C| Ri(bb)/

P(bET)

= // _ F(b,l,a,eprsX 'glveprtX gll)
Py(b,d)/ P, 1y

E(expytX - g1)dgidt

ol B(b,Ej) = exp,j) b(b,E,T)’ B,y = expy, by et ou les polarisations respectives b(b,ZJ) et

b vérifient b(b,Z,T) = b,y mod < Y,g >.

On a donc construit une fonction RF(b, b, a, §), avec g € Gy/exp,(< b >) pour b, b fixés
avec Z, €< b >, tel que opérateur ) (RE(D, b,av,-)) admette F(b,1,cv,-,-) comme
noyau pour chaque [ telle que [

de Gy fexp,(< b >).

< = = 0, si m(,) est considérée comme une représentation

A présent nous devons construire une fonction f(b,«, ) = fp(«)(-) définie sur tout G
telle que l'opérateur g (fo(c)(-)) admette F(b,1, ,-,-) comme noyau pour (b,1) €
Dr gen, Si Ty est considérée comme une représentation de Gp. Pour ce faire, on va
utiliser la transformée de Radon. Tout d’abord changeons la paramétrisation, pour
obtenir les hypotheses concernant la théorie de la transformée de Radon.

Notons £(b) le signe de Z, - (by A -+ A bp1) = det(Zy, b, ..., bm_1), dans le cas ol
2 ¢< b>.

Définissons alors _ _
~ DA Abyyy

1By A= Abpoi]
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i.e., wy est le vecteur normal unitaire a I’hyperplan < b> pointant vers le méme demi-
plan que Z,.

Posons k(b,b) = Z - wy ou - désigne le produit scalaire.

Alors k:(b,g) est une fonction C* en b,b qui est strictement positive si Z, €< b >,
Chaque élément u de < Zj 41,...,Z, > admet alors deux différentes décompositions :

u = Oé{gl +- O‘mflﬂgmfl + sy = ﬁlgl + .. -5m71f5m71 + Bmwy.
D’ou
B = U~ wy = (2 - wy) = ak(b,b)

et

Zy = k(b,b)w; + a(b,b)
pour a(b,g) e<b >, les coordonnées de a(b,g) étant des fonctions C*> en b,g.

Définissons maintenant la fonction

. 1 ~ 1 ~ 1
Iy () (W3 (wy, 7)) 1= WRF(@ b, ov, wexpy (rwy)) = MRF(@ b,a,wepr(k<b B)TZb)),
avec W € Gy/ < Zj 4+1,..., 2, > (exprimé dans une base fixe) et ou la derniere égalité

est justifiée par le fait que RF est définie mod exp,(< b >) et que a(b,g) €< b>.
De plus, posons

9o (@) =0, siZ,e<b>.

La fonction ¢ est définie mod < b >, C* en b,g, Schwartz en w;, w, r, car elle est C*™

b
en wy et wy est bornée.

De plus, comme rw; = (—r)(—wj), on obtient

9o () (W5 (wp, 7)) = 9,5 (@) (W; (—wy, =7)).

Pour pouvoir appliquer le résultat concernant la transformée de Radon (voir [He]), on
doit encore calculer

1 ~ 1
rRg. o (o) (s (w7 dr:/rk — RF(b,b, o, wex —rZy))dr =0, Vk & N.
/R g(b,b)( ) (w3 (wy; 7)) 2 k(b D) ( pb(k:(b7b) b))
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Ceci est équivalent au fait que

kg
%RF "(b,b, v, 10, ¢)|emo = 0, Vk €N,

. D52 1. , . . .
ou RF' ~ désigne la transformée de Fourier dans la direction Zj.

Pour la calculer, rappelons que F'(b, l, . ) =0sil ¢ K(b), ou K(b) est un compact de

si | est dans un certain voisinage de ().

Ceci implique qu’il existe une constante C' (b,g) telle que

F1(0,b, -, c) =0 et RE(b,b,-,-,c) =0si|c| < C(b,b).

~ —7, ~

Finalement, comme /R\F(b, b,-,,c) =RF (b,b,-,-,¢), ceci prouve que

O —z, ~
5o b(b, b, 1, ¢)|eo =0, VkeN.

D’apres les résultats sur la transformée de Radon rappelés dans la section 3.8.1, il existe
une unique fonction f € S(G, By, R") telle que

f (b, o, wexpy(rwy)expyv)dv = / £ (b, a, wexpyu)du
<b> rwy+<b>
= Ypip()(w; (wy,r))

1 1
= ———RF(b,b,a, tvexpy(——=12))
k(b, ) k(b,D)

Finalement, si ker(lj<z, ., ., 7,>) =< b> et Z, g< b >, en particulier si (b,1) € Dr gen,

= / N /~ f(b:Oé,glv)ﬂ(b,l)(gl)f@)dvdgl (comme W(b,l)(v)zl)
G/<b> J <b>

.....
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/ F(b, av, gaexpy (rwp)v) ) (g2exp4( rZ)
Zn> <b>

k(b, b)

,,,,,

/G/<Z]l+1
1
X

€ pb(_ ]{?(b,g) (I(b, b))g(g)dvdrdQZ

77777

. 1
(6,1 (g2€xPy( =17y))E(g)drdg,  comme 7,y (exp,(———=a(b,b)) =1

k(b, b) k(b, )

. 1 .
= / /g(bg)(a)(g2,(%7 7)) (6,1) (926XPy ~1Zy))§(g)drdgs
G/<Zjy 410 Zn> ’ k(b,b)

1 > 1
e = RF b, b, a, g eXp — TZ T , g
/G/<ZJ1+1 Zn> / k(b,b) ( 2 b(k(b, b) b)) (® l)( 2)

.....

o expi(~ (bl 5 E)irds

= 71on(RF(b,b, a0, )E(g)
_ / F(b L, a9, ¢)E(d)dd
G/Puy

Ce qui prouve que f(b,a,-) est la fonction recherchée.

L’unicité de la fonction f provient du fait que si (b,1) parcourt Dy ge,, alors, pour
b fixé, | parcourt un ouvert dense de g* N V. Donc, si on suppose qu’il existe deux
fonctions différentes fi et fo telles que 7y (f;)(c) admette F'(b,1, v, -, ) pour noyau
pour j = 1,2, pour tout (b,1) € Drge, et tout o, mey(fi(b, o, -)) = mey(fa(b, ,-))
sur un ouvert dense de g*, et ce qui implique que fi(b,, ) = fa(b, o, ) (partout par
continuité). Remarquons finalement que toutes les fonctions construites sont C> dans
toutes les variables, car, en particulier, cette propriété est respectée par la construction
de l'inversion de la transformée de Radon. En effet, f € S(G, By, R").

De plus, par construction, 'application F' — f est injective et continue par rapport aux
topologies données.



Chapitre

Application : décomposition de
I'espace L? des groupes de Lie

nilpotents

4.1 Introduction

Nous allons utiliser le théoreme d’inversion de Fourier énoncé dans le chapitre précédent.

Soit G = exp(g) un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement connexe d’algebre
de Lie g. On décrit L*(G) comme fermeture d’une somme de sous-espaces invariants
a gauche qui coincident avec 1’ensemble des solutions faibles, dans L?*(G), d'un certain
systeme d’équations différentielles. La restriction de la représentation réguliere gauche
a chacun de ces sous-espaces se désintegre en une intégrale directe de représentations
irréductibles unitaires de multiplicités 0 et 1.

4.2 Relations entre g et un idéal de codimension un

Soit g un idéal de codimension un dans g tel que [g,g] C g et soit X € g tel que
g =RX @ g. Pour chaque [ € g*, posons | = p(l) = |3 la projection de [ sur g*.
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Rappelons que les éléments génériques de g* sont définis par
P(l) = det(< l, [X“X]] >)i,j65 7é 0.

Comme [g, g] C g, le polynéme P ne dépend pas de la coordonnée de [ dans la direction
de X*. On peut donc le considérer comme un polynéme sur g*, i.e.,

P(l) = P(lfs) = P(])-
Donc la projection de U sur g

pU) ={llg |l € g et P(I) #£0} = {l € g* | P(I) # 0}

est un ouvert de Zariski non vide de g*.

De méme, ’ensemble U= g, des éléments génériques de g* est défini par
P(l) = det(< [, [X;, X}] >)m.€§ #0

olt S est Pensemble des indices des éléments génériques de g.

Donc U, = p(d) NU est un ouvert dense de Zariski de §*.

On doit distinguer les deux cas suivants :

Cas I : Saturation des orbites

Pour chaque [ € g},

g+a() &g

Dans ce cas,

g)cg(l)Cyg

et, pour [ = l|3, la projection de I'orbite p(£);) est une réunion disjointe U (Ad" exp(tX))y
teR
de différentes Ad*G-orbites dans g*. L’orbite ; dans g* est p-saturée, i.e.,

Q0 =p (p() =p ().
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Cas II : Non saturation des orbites

Pour I € gp,i,

g+ol) =g
Dans ce cas,
g() 8,
la projection de l'orbite p() est une seule Ad*G-orbite Qret p: ) — O est une
bijection.

Pour les détails consulter [C-G].

Dans la suite, on notera ces différents cas de saturation : cas I et cas II.

Si nous choisissons notre suite de Jordan-Holder passant par l'idéal g, c’est-a-dire,
gn_1 = g et posons X = X, alors le cas I signifie que n est un indice de saut pour
chaque [ € gy, et le cas II signifie qu’aucune forme linéaire | € g}, n’admet n comme
indice de saut, car tous les éléments de g}, ont mémes indices de saut.

Dans le cas I, chaque polarisation E(T) en [ dans g est aussi une polarisation en [ dans

g, notée b(l) = b(l).
Si on note B(1) = exp(b(l)) € G et B(l) = exp(b(l)) c G, B(l) = B(l) c G C G.

Alors x; et x; définis par y;(z) = xi(z) = e 27<bl8=> pour chaque = € B(l) = B(l)
sont des caracteres unitaires sur B(l) C G, resp. B(l) C G.

. ;. . 1@ 4G N ’ . .-
Sion écrit m = indg)x; et 7y = ind B@XT Pour les représentations unitaires correspon-
dantes, alors m; est unitairement équivalente a m; définie par

= indg (indg@ Xf[) = indgﬂ"[.

L’équivalence unitaire est obtenue de la maniere suivante :

soient H,, et H”? les espaces de représentation de m; et m; respectivement. L’espace de
représentation de 7; peut alors étre identifié & L*(R, HWT)’ muni de la bonne condition
de covariance, et I’équivalence unitaire de m; et 7; est obtenue par

U:Hﬂz - H%z
§ — ¢

définie par

)@ = {@.9) = £(exp(@X) - 7). Vo eRVGEG,
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ou, plus généralement,
E( exp(zX) -gl) G) = §(exp(xX) -'glg), Ve e R, Vg, G € G.

Alors & est bien définie et vérifie la bonne covariance. On identifiera tres souvent m; et
.

Nous allons donner 1'expression de la représentation dm; restreinte & ’algebre de Lie g
et Dalgebre enveloppante U(g), i.e., 'algebre tensorielle de g modulo 'idéal engendré
par les tenseurs de la forme

XY -Y®X—-[X,Y]avec X,Y € 3.

dn(U)E(t,G) = dm(U)E(exp(tX) - )

- %f(exp(—sU) exp(tX) - g)|s=o

= %g(t, exp(—sAd(exp(—tX))U) -§)|s:0
= dﬂT(Ad(exp(—tX»U)g(ta')@)

pour tout U € g.
La formule

7 (U)E(t, §) = dmi(Ad(exp(—tX))U)E(L, )(9)

devient alors vraie pour tout U € $(g).

Dans le cas II on a, d’apres [C-GJ, pour [ € g, = U :

g+a(l) =
a(l) < gl )

D’apres [C-G] on sait aussi que dans ce cas, pour chaque polarisation b = b(l) en un
élément [ € U, b = b N g est une polarisation en [ dans §, b = b+ g(l) et b = b(I) est
de codimension un dans b(l).

Finalement, d’apres [C-G],

7T'[2 7Tlé
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ou
.G . G
= 1nd§)<l~ et m =indzx;.

4.3 Polarisations et bases

Tout d’abord, rappelons que
O =< Xip,..., Xp >

est un idéal dans g pour tout k € {1,...,n}.

Notons I, = 4, et

gu(le) ={U € g | <L [U g] >={0} }.
Alors .
b(1) => ;1))
j=1
est la polarisation de Vergne pour [ dans g et

brle) = Y _g;(1))

j=1

est la polarisation de Vergne pour [, = [|y, dans g, la suite de Jordan-Holder étant
toujours fixée.

Supposons que k n’est pas un indice de saut, i.e.,
g1+ 9(0) = g +9(l).
I1 est facile alors de montrer que
ok—1 + ok(lk) = gk + gx(l) = gr.-

Pour passer de g1 a gr nous sommes dans le cas II. Les polarisations de Vergne
correspondantes vérifient by (l) = br_1(lx—1) + br(ky), leur dimension augmente de un
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et on peut choisir la méme base coexponentielle & by_1(l;_1) dans g1 et & by (lx) dans
k-

Si k est un indice de saut, i.e.,

g1 +9(0) & g +9(0),

alors deux situations sont possibles :
(i) Ou bien on a

gr-1 + 0k(le) = g + 0k (lx) = g
On obtient alors les mémes conclusions que précédemment.

(ii) L’autre possibilité étant

gr—1 + k(i) & gr + gk (le) = g

Pour passer de gx_1 & gk, on se retrouve dans le cas I. On a gx(ly) C gr—1(lx—1) et
les polarisations de Vergne vérifient by_1(ly_1) = bx(lx). On doit ajouter X}, a la base
coexponentielle & by_;(lx_1) dans gr_; pour obtenir une base coexponentielle a by (lj)
dans gy.

Remarquons que dans ce cas Xy ¢ b,.(l,) = Zgj(lj) pour chaque r > k et que donc
j=1

X}, peut étre mis dans la base coexponentielle a b,.(l.) dans g,.

En particulier, X peut étre placé dans la base complémentaire a b(l) dans g. En fait,
comme bk—1<lk—1) = bk(lk), X ¢ bk(lk> Alors < l, [Xk, bk(lk>] ># 0.

Sinon bj, = bg(lx) + RX} vérifierait aussi < [, [b},b}] >= 0 et bg(lx) ne serait pas
une polarisation. Donc, il existe Yy € by(lx) C b.(I.) tel que < I, [X, Yi] ># 0. D’ou
Xy ¢ b,(l,), comme b,(l,) est une polarisation en [, dans b,..

4.4 Restriction du choix des formes linéaires

Finalement, on doit restreindre le choix des éléments [ € g*. En fait, dans la deuxieme
section de ce chapitre, on a vu que si Py, ..., P, sont les différents polynomes tels que
I'ensemble (gi)%,. des éléments génériques (au sens de Pukanszky) f de g; sont donnés
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par Py(f) # 0, alors, pour pouvoir effectuer correctement les différentes étapes de la
récurrence, on doit se restreindre a

vV = {leg |l € (@)pur Yk } (4.1)

= {leg | [[Pulla) #0} (4.3)

k=1

Les polynomes P, peuvent étre bien siur considérés comme des polynomes sur g* qui ne
dépendent pas des coordonnées dans les directions de X ,,..., X

et méme X7, X ,,..., X Donc V est un ouvert de Zariski de g*. De plus, par définition
de V,sil €V, alors Iy, = l|g, € (k)P Pour chaque k. Comme les différents g, sont des
idéaux, l'algebre g et le groupe G agissent sur g et g; par ad, Ad, respectivement ad”,
Ad*. Comme les idéaux g, forment une suite de Jordan-Hdélder, on montre classiquement
que chaque polynome Py est G-invariant, comme 1’est aussi 'ouvert de Zariski V.

Pour les éléments de cet ouvert de Zariski V', on doit faire les choix suivants : Etant
donnée la base fixe {Xy,..., X} comme dans la section 1, [ € V, on associe a [ sa
n

polarisation de Vergne b(l) = Z b;(l;).
j=1
Si S représente 'ensemble des indices de saut pour les orbites génériques, posons

R={keS|gra+0cllk) < gr+ grx(lx) = gi, pour chaque l € V, I, =g, }-

L’ensemble R est indépendant du choix de [ dans V, comme toutes les formes linéaires
I sont génériques dans g; et tous éléments génériques ont mémes indices de saut. On
prend donc

{Xy | ke R} ={X;,, X,y,..., Xi,}

comme base complémentaire & b(l) dans g. Cette base ne dépend pas du choix de [ € V.
On peut ainsi identifier les espaces de représentation H,, = L*(G/B(l), x;) avec L*(R?)
et Hy = S(G/B(1), x1) avec S(RY) par rapport a la méme base pour chaque | € V,
seule la covariance dépend de [.

Remarquons enfin que 'indice d est bien choisi, car la dimension de g/b([) est la moitié
de la dimension de l'orbite coadjointe passant par [.
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4.5 Un résultat important

Dans un premier temps, donnons quelques définitions :

Définition 4.1. Soit &/ un ensemble ouvert de g*. Une application

U — SR
I — &

est dite C™ si les propriétés suivantes sont vérifiées :
(i) Pour chaque x € R? fixé, I'application [ +— &/(z) est une fonction C* de U dans C.
1 oon

(ii) Pour chaque opérateur différentiel de la forme D' = 575 -+ - 577 ona = (au, . .., ),

pour chaque [ € U fixée, la fonction D& () est dans S(RY).

(iii) Les applications

U — SR
[ — Dlagl

sont continues.

On a le théoréme principal suivant :

Théoréme 4.1. Soit G = exp(g) un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement
conneze. On utilisera les notations et les choix des sections précédentes. En particulier
les espaces $x, et H° seront identifiés avec L*(R?) et S(R?) respectivement. Soit

d = max{ dim(g/b) | 3l € g* tel que b = b(l) est une polarisation en [ dans g }.

(i) 1l est possible de construire des ouverts A. de g* pour chaque € € {—1,1}? de la
maniere suivante :

1l existe des polynomes réels non nuls, G-invariants, Ry, ..., Rq, il existe un ouvert
dense de Zariski G-invariant

W={leV|Rl)£0,1<)<d)
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dans g*. On peut décomposer W en ['union disjointe suivante :

w= || A

ee{-1,1}¢
ot les ensembles A. sont des ouverts G-invariants définis par
AE:{ZEW|€JRJ(Z)>O,1§]§d}

Certains de ces ensembles A. peuvent étre éventuellement vides.

(ii) S’étant fizé € tel que A. # 0, il existe Vi = Vi, ..., Vo= Vy. € U(g) et il existe
une application C*

A — S(RY
[ — fl

ot & € S(RY) = H° tel que
§#0, Vie A

et
dm(Vj)& =0, Vje{l,...,d},Vle A..

(111) Pour chaque k € {1,...,d}, il existe une application C*

A, — S(]Rd)

I — Gk
o

CkJ?éO, VZEAE,VkE{l,...,d}
dm(V)G =0 sij#£kVle A
dm(Vk)Q,k 7é O, Vi € Ag.

(v) L’élément Vy de l'algébre enveloppante est de la forme
Va = Xj, —icaYj,

ou X, est le dernier élément de la base de g/b(l), Y;, € 38(g,,-1) et Z;, = [X;,,Y;,] €
3U(g).
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(v) Pour chaque l € A,

d
ﬂ Kerdm/(V;) = C¢

7j=1

et, pourl € W\ A,

d
ﬂ Kerdm,(V;) = {0}.

o0

o s verifient les relations de

(vi) Les fonctions &, considérées comme des éléments de $)
compatibilité suivantes :

Eadrwyy () = Gz ), VI EW,Yu € G.

Cela signifie que la fonction & est transformée en une fonction §aq-uyq) par 'opérateur
d’entrelacement donnant [’équivalence unitaire entre m et maq«(u)()-

Démonstration. On démontre ce résultat par récurrence, les sections suivantes détailleront

cette preuve. O

Remarque. Pour ¢ € {—1,1}¢ fixé, les éléments Vi,...,V; € #U(g) du théoreme
précédent sont construits a ’aide d'un algorithme fixé. Ils dépendent du choix de «¢.
Si on voulait étre tout a fait précis, il faudrait écrire Vi, ..., V..

4.6 Le groupe de Heisenberg

La premiere étape de la récurrence consiste en 1’étude du cas particulier du groupe
de Heisenberg H;. Ceci a été étudié en détail dans [L-M]. Rappelons uniquement les
résultats principaux de cette étude. Soient < X,Y, Z > les générateurs de 'algebre de
Lie h; de Hy munis du crochet [X,Y] = Z.

Pour chaque A € R\ {0}, posons [, = AZ* € bh}. L'orbite coadjointe passant par
[\ est le plan horizontal passant par (0,0, ) et une polarisation en [, dans b est
donnée par by, = RY + RZ. Soit By = exp(b,). L’orbite en [, est associée a la classe
d’équivalence de représentation unitaire irréductible de dimension infinie 7, = indgi Xiys
olt x, (exp(yY) exp(zZ)) = e~#"**, par I'application de Kirillov.
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Ainsi W coincide avec RX*+RY*+R*Z* d = 1, R(aX*+bY*+\Z*) = =\, e € {—1,1}.
Poure =1, A. = A ={aX*+bY*"+ \Z* | A <0} et V.=V, = X —iY.
Sil = AZ* la fonction & = £, € S(R) = HY est donnée par

f,\(S) — 67r)\52.

Elle est définie sur le reste de 'orbite en [ par la formule
Ead-(uy) (8) = &xn(exp(sX) -u), Vs € R,Vu € Hy,

en utilisant la relation de covariance.

De méme pour € = —1, ot 'on doit prendre A. = A | = {aX* +bY* + \Z* | A > 0},
I/;:V_1:X+iYet

Ex(s) =™

Voir [L-M] pour plus détails.

4.7 La situation de Kirillov généralisée

Supposons que n = jsg est un indice de saut, i.e.,

g1+ 9(0) G ont+o(l)=g+g(l) =g, VieV.

Alors n € R et on se trouve dans le cas I pour le passage de g,,_1 & g, = g.
Posons encore g = g,,_; et I=1,,= U3

Notons aussi S I'ensemble des indices de saut de g

et V=p(V)={leg |3 eV tel que l]g:T}.

Comme la dimension de chaque orbite est paire, le nombre des indices de saut doit
forcément étre aussi pair. Comme, de plus, g(l) est de codimension un dans §(T), il n’y
a qu'un seul indice de saut j, pour les éléments génériques dans g* différents de n, qui
n’est pas un indice de saut pour les éléments génériques dans g. Cet indice doit étre le
méme pour tout [ € V. Donc S = S\ {j,,n} et

P(l) = det(< 1, [X;, X;] >)i,jes\{jr,n}'
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Rappelons que 15(7), Y = p(V) et g* sont Ad*G-invariants. En particulier, si [ est un
élément générique de g* (respectivement sil € V), c’est aussi le cas pour Ad* (exp(tX))(1),
pour chaque t € R.

4.7.1 Les polynomes invariants

Tout d’abord, prouvons qu’il existe sur g* une fonction polynémiale R qui est Ad*G-
invariante, mais qui n’est pas Ad*G-invariante.

Nous savons que les orbites des éléments de V dans g* sont décrites par une fonction

n—1

@(Z t) = Z @z(ff, t) X/

=1

Comme j, n’est pas un indice de saut pour (T, g*), on a

Qi (Lt =1, + R, (..., L, _1,t1,.. ., t;)

out < r et Rj estrationnelle.

De plus, il existe NV suffisamment grand tel que la fonction

PN()R,, (I,1)

est un polynome en lett. Ici P est Ad*G-invariant et Ejr est Ad*G-invariant. Ainsi
PN()R;, (1, t) est Ad*G-invariant.

Supposons A présent que pour chaque ¢t € R24-2 1a fonction PV (T)Eﬁ (I,t) est aussi
Ad*G- invariante, en particulier que

Rj, (Ad*(exp sX)I,t) = R, (I,1), Vs €R.

D’ot1, pour chaque forme linéaire [ € V telle que p(1) = 1, p() = U Ad” (exp(sX))Tne
seR

peut étre saturée dans la direction de X7 .

D’autre part, comme j, est un indice de saut pour (I, g), €; et p(€2;) doivent étre saturées

dans la direction de X7 . Cette contradiction montre qu’il existe un certain t0 € R2d-2

tel que

R(l) = PN(I)R;, (1,1°)
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est un polynome Ad*é—invariant, qui n’est pas Ad*G-invariant.

Par construction, ce polynome est défini sur un ouvert dense V de g*. Mais il peut bien
str étre étendu & g* tout entier et devient alors Ad*G-invariant, par continuité.

4.7.2 Le centre de ’algebre enveloppante

Pour les détails concernant ce qui suit voir [C-GJ.
Soit { X1, Xs,..., X, } une base de g. Tout d’abord, fixons les notations.

Désignons par G(g) 'algebre symétrique de g, i. e. l'algebre tensorielle de g modulo
I'idéal engendré par les tenseurs de la forme

X®Y -Y®Xavec X,Y €g.

On peut aussi la considérer comme ’algebre commutative des polynomes en X1, Xo, ..., X,,.
Notons $l(g) I’algebre enveloppante de g.

Il existe un isomorphisme linéaire entre &(g) et L(g) défini par

1
S(EK) - F Z YU(I)"'YU(T)7
T oeS(r)

ou S(r) est le groupe symétrique sur {1,2,...,7}. On l'appelle I’application de
symétrisation.

Dans la partie gauche de cette égalité, le produit est effectué dans S(g) alors que dans
la partie droite le produit se fait dans $i(g). Le groupe G et I'algebre g agissent d’une
maniére évidente sur &(g) et 4(g). Ces actions seront encore notées par Ad et ad.

On a alors Ado S = S o Ad.

Notons
MN(g) ={PeB(g) | (adX)P =0,VX € g}

et
3Mg)={AeU(g) | (adX)A=XA—- AX =0,VX € g}

pour le centre de (g). Alors S|m(g est un isomorphisme d’algebres sur 34(g).
Pour chaque Y € g définissons

fr()=<lY > Vieg"
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Si on note x; = fx, pour les vecteurs de base X1, X, . .., X,,, chaque polynéme f € C[g*]
peut s’écrire d'une maniere unique sous la forme

f= E Cox® ol pour a = (ag, Qg,...,qp), % =x{twy? - zon.
(0%

Ce polynéme correspond bien str a I’élément Z o X de 6(g), de plus &(g) et C[g*]

(0%
peuvent étre identifiés.

Finalement, grace a 'isomorphisme linéaire entre S(g) et 4(g) donné par 'application
de symétrisation, on obtient une bijection entre {(g) et C[g*|, notée

W e t(g) — Pw € Clg].

Si l'action de G sur C[g*] est définie par

(Adg)f(1) = f(Ad" (¢~ 1)D),
on voit que
(Adg)Pw = P Adgyw-

Définissons
Clg"| = {f € Clg"] | (adX)f =0,VX € g} = {f € C[g"] | (Adg)f = f,Vg € G}

l’algebre des polynémes AdG-invariants sur g*.
Donc N(g), 34(g) et Clg*]“ sont isomorphes d’apres les relations expliquées précédemment.

Soient & présent W € 34(g) et m € G. Alors dm (W) est scalaire sur 9 et

dﬂ'l(W) = Pw(—Qﬂ'Zl)]I

Etant donné que g est un idéal de g, on peut considérer 4(g) comme un sous-ensemble
G-invariant de $(g).

On a les mémes considérations pour S(g) et &(g).

De plus, les polynomes sur g* peuvent étre identifiés avec les polynomes sur g*, qui ne
dépendent pas de la composante [, =< [, X, >.
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On a ainsi, C[g*] C C[g*].
En particulier, pour W € $i(g), notons Py aussi bien le polynome associé a W dans
C[g*], que dans C[g*].

Comme g est un idéal dans g, le groupe G agit sur C[g*] comme sur C[g*].

Rappelons qu’il existe R € Clg*] € C[g*] qui est Ad*G-invariant, mais pas Ad*G-
invariant. Donc il existe W € 38(g) tel que R = Py et W ¢ 38(g).

Ceci implique en particulier que [X, W] # 0.

Il est facile de voir que [X,W] € 34(g). Si [X,W] € 34(g), on pose ¥ = W et
0 # Z = [X,W] € 34(g). Sinon on remplace W par [X, W] et on répete I'argument
précédent.

Compte tenu de la nilpotence, on trouve apres un nombre fini d’étapes 0 # W =
(X, ..., [X,W]...] € 3U(g) tel que W ¢ 3i(g) et 0 # [X, W] € 38(g).

On pose alors Y = W € 34(g), 0 £ Z = [X, W] € 34(g) et on a
X,Y] = Z.

Cette derniere relation nous place dans une situation de Kirillov généralisée.

Comme [X,Y] € 34(g),
(X, Ad(exp(sX))Y]|=[X,Y +sZ] =[X,Y] =2, VseR,

Ad(exp(sX))Y =Y +sZ € 34(g) et on doit remplacer Y par Ad(exp(sX))Y =Y +sZ
avec un certain s approprié.

De plus,
Ad(exp(tX))Py = PAd(exp(tX))Y = Pyiz, VteR,

et

dmi(Y) = Py(=2mil)l, Vie g
Donc on a pour [ € g* et I = U3,

dm(Y)E(t,g) = dm(Ad(exp(—tX))Y)E(,-)(9)

= PAd(exp(_tX))y(_27Til)§(ta )(9)

= Py_yz(—2mil)é(t,-)(9)
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= Py(—2miAd" (exptX)(1))E(t, )(D)-

Comme les actions sont nilpotentes,

Q(t,l) = Py(—QWiAd*(eXth)(T))
est un polynome en t et I. De plus, il est é—invariant, comme Py est G-invariant et

Q(t, Ad*()]) = Py(—2miAd*(exp(tX))Ad*(3)(1))
= Py(—2mi[Ad*(exp(tX) - § - exp(—tX))][Ad* (exp(tX))(1)])
= Py (—2miAd¥( exp(tX))(l))

(t,1),

I
O

comme Ad*(exp(tX) - g - exp(—tX)) € G. D’autre part le polynome Q n’est pas G-
invariant, en effet, dans ce cas Py serait aussi G-invariant et Y appartiendrait a 38(g),
ce qui n’est pas le cas.

Le polynome @) peut étre caractérisé d’'une maniere plus précise :

Comme [X,Y] = Z € 3i(yg),

(X YDELG) = dm(X, Y])@(expuX) .zj)

= Pxyy(—2mil)¢ ( exp(tX) - '5)

= Puy)(=2mil)E(t,9),

ou Pixy] est un polynome G-invariant, indépendant de ¢.
D’autre part,

dm([X,Y]) = dm(X)dm (V) — dm(Y)dm (X)
avec

Fw(ELT) = Qt,DET)

FROOET) = 5 Eexp (53 exp(tX)7)]omo

= _E(t;g/)‘
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Ainsi

(X YDELT) = — QD) - QD) (- &)

ot
0Q , ~~,. -
= —E(U)f(t,g)-
Ce qui implique que
. 0Q, ~ ~
P[X7y](—2ml) = —E(t,l), l = l|§

est G-invariant et indépendant de t.

Le polynome @) est par conséquent de degré 1 en t et est de la forme

Q(t;lv) = QO(ZV) + Ql(lv)ta
ou (o et Q1 sont des polynomes G-invariants et olt (21 est de plus G-invariant.

Le polynome )y ne peut pas étre G-invariant, en effet, dans ce cas ) et Py seraient
aussi G-invariants.

Le polynome Q1 (1) n’est pas identiquement nul. Sinon Q(t,1) = Py (—2miAd*(exp(tX))(1))
serait indépendant de t et Py serait G-invariant, ce qui n’est pas le cas.

Posons
V={leplV) |l #0}.
Alors V est un ouvert de Zariski dense G-invariant de gt

Comme Z € 34(g),

dﬂ'l(Z) = Pz(—Qﬂ'Zl)]I = P[X’Y}(—Qﬂ"il)]l = —Ql(l)]l
De plus, Z € 38(g) et donc

dni(Z) = Py(~2mil)l = Qi (D)L,

car on a le méme polynéme associé a Z dans C[g*] et dans C[g*].

Les éléments Y et Z de 4(g) peuvent étre choisis anti-hermitiens et tels que le polynome
()1(1) soit non nul et imaginaire pur pour chaque /.
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En effet, rappelons que

X*=—-X (comme X € g)
(U V) =—=[U"V*], VYUYV €Ug)

et ainsi

X,V = 2*
X, %(Y +Y*] = %(z+ Z%)
X, 5 (V = V") = (2~ 2°).

Donc 3(Z + Z*) et o-(Z — Z*) sont des éléments auto-adjoints de 38i(g).
Un d’entre eux au moins est non nul, car Z # 0.

Si 5(Z 4 Z*) # 0, alors 5(Y +Y*) # 0 et P1yiy=y # 0 car, pour chaque I ep(V),
ouvert dense de g*, on a

1 ) _

Comme, en général Py«(— 27ri7) = Py(— 27rz'7) pour chaque U € 4(g), pour chaque
l € §", et comme (Y +Y™) est un élément auto-adjoint de £4(g), Py y=)(—2mil) doit
étre réel. Dans ce cas, on remplace Y par (Y +Y*) et Z par £(Z + Z*).

On les appellera encore Y et Z.

Ceci prouve que dans ce cas on peut supposer Y, Z anti-hermitiens et Py(—2ﬂ'7) ima-
ginaire pur pour chaque [, comme P_s;y = —271i Py pour tout W € 38(g).

Si -(Z — Z*) # 0, on procede de la méme manicre.

Ainsi, dans la suite on supposera que Y est anti-hermitien tel que Py(—2ﬂi2v) soit
imaginaire pur.

Donc

Q(t,1) = Pr(—2miAd" (exptX) (1)) = Qo(D) + Q:(D)t
est imaginaire pur pour tout ¢ et tout l.

D’ott Qo(1) (si non nul) et @ (1) sont imaginaires purs pour tout .

Remarquons que si Y, Z € g (comme dans le cas du groupe de Heisenberg), alors ils
sont anti-hermitiens et Py (—27il), Qo(1) (si non nuls), Q1 (1) sont en effet imaginaires
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purs.

Le polynome Q; défini dans la section précédente est un polynome sur g*, qui est
invariant pour I'action de G sur g*. Mais il peut aussi étre considéré comme un polynéme

sur g* qui ne dépend pas de la derniere coordonnée, en définissant Q1(l) = Q1(1), ou
L=p(l) =1

Il est facile de montrer que pour chaque g € G,

p[Ad(9)()] = [Ad (9)(1)] s = Ad(9)(D) = Ad" () (p(0))

ou Ad*(g) désigne l'action de G sur g* du coté gauche et laction de G sur g* du coté
droit.

Ainsi

Q1(Ad*(g)(1)) = Ql([Ad*(g)(l)]\g)
= Qi (Ad*(9)(1))

o~
~—

= Qu(
= (),

i.e., ()1 est G-invariant, méme si on le considere comme un polynoéme sur g*.

Etudions plus précisément le centre le I'algebre enveloppante.

Pour tout k € R = {i1,...,i4}, il existe Y3 € 38(gx_1) tel que
0# Z = [ Xk, Yi] € 3U(gx).

On doit prouver que 'on peut en fait prendre Yy € 38(gx_1) tel que
0# Zr = [ Xk, Yi] € 3U(g).

Pour ce faire, remarquons les faits suivants :

(i) Comme g est nilpotente et comme on commence par une suite de Jordan-Holder,
(9, 9k] C ge—1-
(ii) Si g est un idéal de g, alors (4(g), [-,]) est un idéal dans ((g), [, ]).
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En particulier, tous les (4(gx), [-,]) sont des idéaux dans (4(g), [+, -]).

(iii) Si g est un idéal dans g, alors (344(g), [, -]) est un idéal dans (8(g), [+, ])-
En particulier, (34(gx), [-,]) est un idéal dans ((g),[-,-]) pour tout k.

En effet, soient Z € 384(g), X € t(g) et U € 4U(g). Alors

[[XvZLU} - _[[ZvULX} B [[UaXLZ]
— 0,

comme Z € 34(g) et comme U, [U, X] € (g), or 4(g) est un idéal dans (H(g), [-,]).
Ce qui montre que 38(g) est un idéal dans (LU(g), [+, ]).

Supposons a présent que Yy € 34(gr_1) tel que 0 # [Xy, Yi]| = Zk € 384(gx) et montrons
que l'on peut choisir Y} tel que 0 # [X, Yi] € 384(g).

En effet, si Z, = [ X, Y] ¢ 34(g), alors il existe W € g C 4U(g) tel que

comme [W, Xy € [g,9x] C gr_1 et comme Y}, € 34U(gx_1).
De plus [W, Y] et [Xk, (W, Yk]] appartiennent a 34(gr_1) car 3U(gr_1) est un idéal.
Si0# [X ks (W, Yk]] ¢ 34l(g), on recommence avec cette procédure.

D’apres la nilpotence, il existe Wy, Wa, ..., W, € gtelsque 0 # [Wy, [Wa, ... [W,, Yi]...]] €
3ﬂ(gk_1> et
0 7é [Xk, [Wl, [Wz, R [Wr,Yk] ce ]H S Bﬂ(g)

Ainsi on écrit Yy, a la place de [Wh, [Wa, ... [W,, Y] ..]]
et Zy, a celle de [ Xy, (Wi, [Wa, ... [W,, Yi]...]]]

ainsi notre résultat est prouvé.

En conclusion, pour chaque k € R = {iy, ..., 14}, il existe Qx, Qox et Q11 tels que

Qr(t, ly—1) = Py, (—2miAd™ (exp tXy) (li—1)) = Qox(l—1) + Q1x(lk-1)t.

Ici Qo et Q1 sont des polynomes sur gj_,, mais ils peuvent étre considérés comme
des polynomes sur g* qui ne dépendent pas des n — k + 1 dernieres coordonnées de [.
De plus, Q1,(1) est un polynome G-invariant car

Qui(l) = Qui(lx) = —Px, vy (—2mily,)
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et [ Xy, Y] € 34(g). Comme auparavant, ils peuvent étre choisis imaginaires purs et
Yk, Zi supposés anti-hermitiens.

Finalement, si on définit Ry = —2miQ)1, alors Ry, Ry, ..., R, sont les polynomes G-
invariants du théoreme 4.1 et W, A, peuvent étre définis comme dans le théoreme 4.1.
Les polynomes Rj, dépendent uniquement des coordonnées de l;_; = [|4, ;.

4.8 Récurrence dans le cas de la saturation des or-

bites

4.8.1 Construction d’éléments particuliers de 1’algebre enve-
loppante

Utilisons les notations de la section 4.4.2, oil g = g,,_1 et supposons que nous sommes
dans la situation du cas I, i.e., dans la situation de Kirillov généralisée.

Soit £ € {—1,1}% tel que A. # () et écrivons :
E=(e1,...,6q-1) sie = (€1,...,64-1,€4) pOuUr un certain &4.

Comme on est dans la situation du cas I, ig = n et € correspond a la restriction de g a

g.

Par construction,
D £ A:=pA)c{leW|g5R()>0,1<j<d—1}+0.

Supposons que les résultats du théoréme 4.1 sont vrais pour g.

Soient U,z € $U(g), 7 € {1,2,...,d— 1} donnés par ’hypothese de récurrence correspon-
dant a Az

Comme toutes les actions sont polynomiales, on a une relation de la forme
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avec U;; € 4(g) pour tout 4, j.

Définissons a présent

N;
Vie= D UyYiZ% 9 eu(g), ie{l,2,...,d—1}.

Donc
Ad(exp(—tX))(YIZNT) = (Y — t2)I 7N
et .
Ad(eXp(—tX)) (Vie) = Z (Ad(exp(—tX)) (Uij)) (Y —tZ)? ZN,

L’élément V; . sera construit plus tard.

4.8.2 Choix de points particuliers sur chaque orbite

Reprenons les notations précédentes. Pour chaque leWw= p(W), il existe exactement

un seul ¢ = t(1) € R tel que

AT A Q" expx) 0

avec Ad"(exp(tX))(l) € g*.

En effet,
D’ou ~
= Qo)
=)= ——""=
" Q1 (1)

donne le résultat voulu.
De plus, ¢ = ¢(I) est G-invariant.

Par la méme remarque que précédemment, ¢t peut étre considéré comme une application
définie sur W C g* qui ne dépend pas des dernieres coordonnées. L’application

w — R
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Qo(l)

P =00

est C*°, en tant que fonction rationnelle définie sur tout W.

Définissons I’application

W — W
I — Iy =Ad"(exp(t(1)X))(1).

Cette application est bien str C™.

En effet, les coordonnées de [; sont des fonctions rationnelles des coordonnées de [, les
dénominateurs étant des puissances de Q1(!). L’'image [; de [ appartient a l'orbite de I.
Posons 1 = l1|;.

Alors, par construction,

Iy = p(Ad*(exp(tX))(1)) = Ad"(exp(tX))(p(1)) = Ad" (exp(tX))(])

et

dm;, (Y) = dWAd*(eXp(tX))(T) (Y) =0.

En particulier, _ _ -
0= Py(il;) = Q0,11) = Qo(l1)

et
d7, (Y)E(t,9) = Py (iAd* (exp(tX)) (10)E(t,)(@) = Qu(L)t-&(t,G) VEER VGG,

car Q1(l1) = Q1(I;) par définition.
De plus, Q1(l1) = Q1(I) # 0, car @, est G-invariant.

4.8.3 Construction par récurrence pour ces points particuliers

Pour 71, on a
dry, (Ad(exp(—tX)) (Y7 ZM77)) = (=1)MQ (1) (=t)'T = Cy(—t)'T

ot C; = (=1)NQu ()™, car dm; (Y) = 0 et dmj (Z) = —Q1 (1)1 = —Q1 (D)L
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Alors

N;

dry. (Ad(exp(—t Ci(—t) dm; (Ad(exp(—tX))Uj;) I = Cidmy (Uz), VteR.
7=0

Pour chaque forme linéaire [ € §*,

notons E(ZN) la polarisation de Vergne, B(I) = eXp( (1 )) et & e SR = 9z, pour les
fonctions obtenues par le théoreme 4.1 (ii) d’apres ’hypothese de récurrence, en tenant
compte des choix ultérieurs de base.

Par récurrence, le point (v) du théoreme 4.1 donne,

d—1
ﬂKerdwl U;z) = Cg;, Vi€ Az

7j=1
et
d—1 N _
() Kerdm(U;2) = {0}, VIe W\ Az
7j=1

ot W = p(W). Pour 1y, 1; construits ici, soit 7, € S(R) (& déterminer plus tard) et
définissons &, = m, ® § € S(RY) = 3

D’ou
d’ﬁll (%,&)51 <t7 g) = dﬂ-lNl (Ad(exp(_tX))V;,a)nh & §1~1 (tv g) = Ci7711 (t)dﬂ?l (Ui,E)gl] (E) =0

outeR, geG, ic{l,2,...,d—1}.
Dans le cas I, la dimension des orbites de dimension maximale augmente de deux quand
on passe de g a g et ainsi on doit introduire une relation supplémentaire.
Considérons V. = X —ig,Y € iU(g).
Ainsi
- . o 0 o -
dﬂ-h (X - Zady)fh (t@ - (_a - ZadQl(Zl) )&1 (t7 )(g)
0
= @ (- prie eqRa(ly)t)m, (t).

On doit donc poser
SeaRq(la)t?

nl1<)_6 2
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pour avoir
d%ll (X — i€dY)§ll = 0.

Si on définit &, € 56;“;1 (= S(RY)) par &, (exp(tX) - §) = 51 (t,9), alors
dm, (Vie)&, =0 pourie {1,...,d},

ou Vd,s =X - iédY.

On procede de méme pour les fonctions (4, k£ € {1,...,d — 1} du théoréme 4.1 (iii).
Les fonctions (4, € f)ﬁl et i, € 5579;1 sont obtenues par

Caln = 1, @&,

olt ¢, € S(R) est une fonction de Schwartz telle que ( — % — eaRa(l)t)u, (t) # 0.

Pour prouver la partie (v) du théoréme 4.1 pour l; (associée a [ choisi arbitraire par
conjugaison, comme expliqué précédemment), supposons que i, € S’J;’é’l = S(RY) tel

d
que ¥y, € ﬂ Kerdm;, (V).

J=1

Définissons 1, par ¥y, (t,3) = ¥y, ((exp tX - §).

On a en particulier

dm, (X —ieqY )y, ((exptX) - §) = dm, (X —iegY )y, (t, )

_ ( _ % _ 5de(zl)t) Ui, (t,) (@)
— 0,

c’est-a-dire,
0~ . ~
&wll (t, g) = _5de<ll)twll (tv g)'

Sile A, ) € A et eqR4(l1) > 0. Alors
Ui (exptX) - §) = U, (£,9) = Ol Gle™ 2",
ou C(ly,9) = C,(g) est une fonction de Schwartz dans g qui satisfait

dm; (U;2)C(§) =0, j=1,....d—1.
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Par hypothese de récurrence, Cy, (9) = C(11)&;, (g) et
Uy, = C(ll)nll ® gfl = C<l1)€l1 € Cg,.

Silé¢ A, 1 ¢ A, alors on obtient e4R4(l;) < 0 ou I, = p(lh) ¢ A,

Dans le cas ou g4R4(l1) < 0, 'équation

9 5(1,5) = —eaRall)15,(1.3)

n’admet pas de solution de Schwartz non nulle et

ﬂ Kerdm, (V; m Kerdm, (V;.) = {0}.

Jj=1 Jj=1

Dans le cas ou g4R4(l1) > 0 et I = p(ly) ¢ Az,

ﬂ Kerdr; (U;z) = {0}, par hypothese de récurrence.

Donc, si on reprend le raisonnement du cas ou [ € A., le systeme
dr; (Ujz)Ci,(9) =0, j=1,...,d—1,

avec Cy, (g) fonction de Schwartz, implique que Cj, = 0 et donc 1, = 0.

Ce qui prouve que si [ ¢ A, alors

ﬂKerdml( -) ={0}.

j=1
Donc pour chaque [ € W, il existe [; € €; pour lequel le théoreme 4.1 est satisfait. Il

faut maintenant compléter la construction pour toute forme linéaire [ € W.

4.8.4 Construction pour chaque point dans un ouvert dense

Donnons nous a présent une forme linéaire [ € W .
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Par définition de Iy, [ = Ad*(exp(—t(l)X)(l1), ou t(I) est une fonction C* sur [ dans
W.

Si on écrit b(l) et b(l;) pour les polarisations de Vergne en [ et en [; respectivement
(pour la suite Jordan-Hélder fixée), alors b(l) = Ad(exp(—t(1)X))(b(l1)).

Les représentations m; et 7, sont unitairement équivalentes, 1’équivalence entre les es-
1 )
paces de représentation étant donnée par

*671‘11 - yjﬂ'l
Yn = @

ol

901(9) = ¢Ad*(exp(—t(l)X)(l1)<g) = 9011(9 : eXp(_t(l)X>>
avec l; = Ad*(exp(¢(1)X)(1).
Ce qui conduit a définir ¢ par la formule

él(g> = éAd*(exp(—t(l)X)(l1)<g) = 511(9 : exp(—t(l)X))

avec 1 = Ad*(exp(t(1)X)(1), ou la fonction &, est définie plus-haut. Ainsi les fonctions
& ont été construites pour chaque [ € W. 1l est facile de voir qu’elles vérifient la relation

SAd*(u)(l)(g) = fl(g : U), Yu,g € G.

D’apres I'équivalence unitaire, on obtient que
d
() Kerdm (Vj.) = C&, Vi€ A,
j=1

et
d
() Kerdm (V) = {0}, Ve W\ A..

Jj=1

On procede de la méme maniere pour les fonctions (.
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4.8.5 Certaines questions de continuité
L’application

w — R
I — ()

est rationnelle, donc continue et méme C*°.

Remarquons que t(l) = —8%; est réel pour tout | € W, car Qo(l) et Q1(l) sont tous

deux imaginaires purs.

D’ou

W o— W
I — 0 :Ad*(exp(t(l)X)>(l)

et

sont aussi C*.
Par hypothese de récurrence, ’application
A — SR = 53;;

[ — §l~
est C* au sens de la définition 4.1. De plus,

W — S(R)
l — ’)’/l

lery

définie par n,(t) = e 2 (D est une application C™.

Donc

A — S(Rd)zﬁfr‘;
[ — &
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définie par
§u (exp(tX) - g) = m, (t) - &, (9)
est C*°.

En conclusion,

A, — S(RY
I — &

est C*°, car

&exp(sX)-g) = gAd*(exp(—t(l)X))(ll)(eXp(SX) ) =&, (exp(sX) - g - exp(—t()X)).

On a les mémes résultats pour les fonctions (j; si on choisit les ¢y, telles que l; — ¢,
est C*.

4.9 Le cas de la non-saturation des orbites

Dans ce cas, les polarisations de Vergne b(l) , pour I € W dans g, et E(T), pour I = U3
dans g, vérifient b(l) = b(l) N g.

On choisit la méme base coexponentielle & b(l) dans g et & b(l) dans g.
Pour ce choix de base,
G/B(l) = G/B(l) = R"
Les espaces de représentation $),, et 5’);’;; (respectivement, 3'),77 et f);’r‘lj) peuvent étre
identifiés avec L?(R?) et S(R?), avec les conditions de covariance appropriées.

Pour ¢ € S(R?) = Ny = f)?r; et pour chaque U € g C g :

dm(U)E(s1, ..., 8q4) = dm(U)&(exp(sqaXj,) - - -exp(s1X;,))
= SEep(~tU) exp(saX;,) - exp(51 ) co
= dﬂ;(U){(sl,...,sd).

En fait, comme U € g C g, X;,,...,X;, €9 C g, b(l) C b(l), on a dans ce cas la méme
relation de covariance si on identifie S(RY) & HY ou a 5’,);’:[3.

De la méme maniere, pour U € U(g) C U(g), dm(U)¢ = dr(U)E, pour toute & € S(R?).
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Comme

d = max{ dim(g/b) | 3l € g* tel que b = b(l) est une polarisation en [ dans g }
— max{ dim(g/b) | 31 € §* tel que b = b(I) est une polarisation en I dans g },

le nombre des relations de la forme dm(U)¢ = 0 dans le théoreme 4.1 doit étre le méme
pour G et G.

De plus, pour chaque € € {—1,1}%, les ensembles A., respectivement ./Z(E sont reliés par

A =pA)={leg |3l eA tel quel=I},
car n n’est pas un indice saut dans ce cas.

Par hypotheése de récurrence, il existe Vi, ..., V. € t(g) C 4U(g) et une application
COO

A — S(RY)
[ &
telle que
i # 0

d7Tl~(VZ'7€)§l~ =0 ViG{l,...,d},

pour tout le Avg.

Si on définit alors § = & avec [ = p(l) pour chaque [ € A., on obtient une application

COO

A — S(RY
[ — fl
telle que
& # 0

dﬂ—l(‘/i)gl =0 Vie{la"wd}a

pour tout [ € A..

L’assertion (v) du théoreme 4.1 est donc prouvée.
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La condition de compatibilité

gAd*(u)(l)<g) = gl(Q ) u)a Vu,g € G

et le fait que I'application [ — & est C* sont bien str satisfaits.

On a les mémes résultats pour les fonctions ¢ du théoreme 4.1.

Ce qui termine la preuve du théoreme 4.1.

Rappelons le théoreme d’inversion de Fourier du chapitre précédent.

Théoreme 4.2. Soit G = exp(g) un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement
conneze. Soient

{0}=goCmcC-Coa=g
une suite de Jordan-Hélder fizée et { X1, Xo, ..., X, } une base de Malcev forte associée.
Soit Vi défini précédemment.
Alors il existe un ouvert dense de Zariski G-invariant Q) C gp,,, de g° vérifiant :

Sip(l) désigne le polarisation de Vergne en | et si 75 = S(RY) pour tout | € O, alors,
étant donné F € C*(Vr N O,S(R? x R?)), il existe f € S(G) tel que Uopérateur m(f)
admette comme noyau la fonction F(l,-,-) pour chaque l € VN O.
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4.10 Les résultats principaux

Commencons tout d’abord par la définition suivante :

Définition 4.2. Soit G = exp(g) un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement
connexe. Soient Uy, Uy, ... U, € (g). On dit que les vecteurs U; sont Schwartz indépendants
si, pour chaque k € {1,...,r}, il existe ), € S(G) telle que

or* Ui #0
oexU; =0 sij#k.

Rappelons la situation du théoreme 4.1.
Soit G = exp(g) un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement connexe.
Nous allons utiliser les notations et les choix des sections précédentes.

Soit
d = max{ dim(g/b) | 3l € g* tel que b = b(l) est une polarisation en [ dans g }.

Il est possible de construire des ouverts A, de g* pour chaque € = (1,...,&4) € {—1,1}¢
de la maniere suivante :

Il existe des polynomes réels non nuls, G-invariants, Ry, ..., Ry, il existe un ouvert dense
de Zariski G-invariant dans g*

W={leV|R()#0,1<j<d)

Cet espace W peut étre décomposé en une réunion disjointe

w- |J A

ee{-1,1}4

ou les A. sont des ensembles ouverts G-invariants donnés par

A-={1leW|¢gR;()>0,1<j<d}
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On obtient alors le théoreme important suivant :

Théoréme 4.3. Soit e € {—1,1}¢ fizé tel que A. # 0, alors

il existe Uy = U.q,...,Ug = U.4 € U(g)

et étant donné | € A., il existe 0 # & € S(R?) = 9 vérifiant les propriétés suivantes :
(1) Ur,...,Uq sont Schwartz indépendants.

(i1) Pour chaque ly € A, il existe 0 # ¢ € S(G) tel que m, () # 0 et ¢ * Uy = 0 pour
tout k € {1,...,d}.

(111) Si 0 # ¢ € S(G) est une solution de p * Uy = 0, 1 < k < d, alors m(v) = 0 si
leW\ A: et Imm(p*) CCE sil € A..

Dans ce cas, il existe g € L*(R?) tel que

@ ((10*> - P&-lvnl

ot P, est un opérateur de rang un défini par
P (&) =< &m>&, VEe LX(RY).

(v) L’ensemble {Uy, ..., Uy} est maximal parmi tous les ensembles {V1, ..., V,} d’éléments
de $(g) qui sont Schwartz indépendants et qui vérifient

Vie A, 3 0+# ¢ e S(G) tel que m(p) #0et pxV; =0 pour 1 <j <r.

Démonstration. Soit Vi = Vi, ..., Vy = Vg défini comme dans le théoreme 4.1 et
prenons Uy, = V¥ pour tout k € {1,...,d}.

(ii) Pour I, € A. donné, soit

v:(VrNnA.NO)xR* — C
(l;sh”'asd) = 7(1;517"'7360:’W(Sla"wsd)
avec 0 # v € C2(Vr N A. N O,S(RY)) tel que v # 0, ot {lo} = O, N Vi, O, étant I
orbite de .

Cela signifie qu’on suppose qu’il existe un compact K de Vr tel que K C (A.NO)N V7,
suppy C K x R Par hypothese, v, € S(R?) pour | € Vr fixée et 'application [ — 7,
est C* dans le sens de la définition 4.1.
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Considérons F(l,-,-) = F;, = @73, pour I € VN A.NO et F(l,-,-) = 0 pour
ZGVT\(VTQ.AEHO).

Donc F € C*(Vr N O, S(R? x RY)) et il existe, par le théoreme 4.2, ¢ € S(G) tel que
m(p*) admette F'(I,-,-) comme noyau.

Par construction, m(¢*) = P, sil € ViNnA.NO et m(p*) = m(p) =0sil €
Vrn O\ (VinA.NO).

En particulier, comme ~; # 0, m; () # 0 et m,(¢) # 0 car 7 et m, sont unitairement
équivalentes.

De plus
m(px U;)* = dm(U)m(¢") = dm(Vy)m(¢®) =0, VieVrNnO.

En effet, sil e VN O\ (Vr N A-NO), ceci est vrai car m(¢*) = 0.
SilGVTﬂAaﬂ(’),

7Tl(90 * Uj)* = dm(U;)ﬂ-l(w*) = dm(Vj)Pﬁzm = (dm(vj)gl) <7 >=0,

par construction de Vj et .

Donc ¢« U; = 0 pour tout j € {1,...,d}, comme V7 N O est dense dans Vi et comme
chaque orbite dans g5, rencontre V en un unique point.

(i) On procede de la méme maniere pour prouver la Schwartz indépendance.

En effet, pour chaque k € {1,...,d}, remplagons & par (x; dans le théoréme 4.1 pour
définir le noyau Fi(l,-,-) et la fonction ¢ € S(G).

Avec les mémes calculs on obtient, m(p, * U;) = 0 pour I € Vo N O et ¢ xU; =0, si
J# k.
Pour j =k, v #0 et dWTO(Vk)CTO,k £ 0.
D’ou
Wfo(gok x« Up)" = <dﬂfo(vk)<70,k) <5, ># 0.
Donc ¢y, x U # 0.
(iii) Soit 0 # ¢ € S(G) une solution de p * U, =0, 1 < k < d. Alors

dm (U3)m(e") = dm(Vy)m () =0, 1<j<d,
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pour chaque [ € g* et
Imm(p*) NSRY) = {0} sile W\ A

Imm(p*) NSRY) C ﬂ Kerdm(V;) =C¢ sile A

7j=1

d’apres le théoreme 4.1.
Supposons que Imm(¢*) = C&.
Pour chaque 1 € S(RY), il existe C(I, 1) € C tel que

m(e" ) = C(L,¥)&-
L’application

SRHY=9Hr — C
b o= CLY)

est linéaire et, pour [ € A, fixée,

C, )] = ””lﬁ&”)j"b < (%)nm

Ceci prouve que I'application linéaire 1) — C(I, 1)) peut étre étendue en une application
linéaire bornée de L?(R%) sur C et donc qu'il existe n; € L2(R?) tel que

C(l,4) =<1, > pour chaque 1) € L*(R?).

En particulier,

m(p" )Y =< ,m > &§ = Pe ¥

et m(¢*) = Pey-

(iv) Pour prouver la maximalité de {Uy,..., Uy}, supposons qu’il existe U € (g) tel
que pour chaque [y € A., il existe ¢ € S(G) vérifiant m,(p) # 0 et

(p*Ul =0

QO*Ud =0
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exU = 0.
Ainsi 7, (¢*) = P, avec m, # 0, d’apres les arguments précédents. Mais alors
0 = m, (90 * U)* = dﬂlo(U*)Pﬁloﬂ?lo =< My > dﬂlo(U*)flo'

Comme 1, # 0, dm, (U*)&, = 0.
Tout ceci peut étre fait pour Iy € A, i.e., dm,(U*)&, = 0 pour chaque [y € A..

On doit montrer a présent que dans ce cas Uy,...,Uy, U ne peuvent étre Schwartz
indépendants.

En effet, soit 0 # ¢ € S(G) tel que ¢ * Uy, =0, pour k =1,...,d.
Donc m(¢) =0sil € W\ A et m(C*) = P, pour m; € L2(R?) sil € A..

Finalement, si [ € A,,
(m(¢*U))" = dm(U*)Peyyy =< -, > dm(U)& = 0.

Ceci implique que (¢ * U) = 0 pour toute [ € W et ( xU = 0. Ainsi Uy,...,Uy, U ne
peuvent étre Schwartz indépendants.

Donc {Uy,...,Uy} est maximal avec les propriétés requises. ]

4.11 Solutions faibles

Tout d’abord, posons la définition suivante :

Définition 4.3. Pour chaque [ € A, fixé et chaque Vi,...,V; € U(g), on dit que
n € L?(R?) est une solution faible de

dm(V))E =0, je{l,....d}

si

<n.dm(V])p >=0, Vje{l,...,d},VoeSR?).
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Les solutions faibles du systeme d’équations du théoreme 4.1 sont caractérisées par le

théoreme suivant :

Théoreme 4.4. Soit G = exp(g) un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement
connezxe. On utilise les notations d, W, A. du théoréme 4.1. Pour ¢ fixé, posons
Vi,...,Va € M(g) et & comme dans le théoréme J.1. Alors les solutions faibles du
systeme

dm(V1)€ =0

dm (V)¢ =0

coincident avec les fonctions sur R? données par

m = C(1)§ presque partout si l € A,
ou C(1) est une constante dépendant de [ et

m =0 presque partout si I € W\ A.,

e., les solutions faibles coincident avec les solutions fortes presque partout.

Démonstration. Les fonctions & sont bien str des solutions faibles. La réciproque se
prouve par récurrence. Pour le groupe de Heisenberg G = Hy, voir [L-M].

Sin = jg est un indice de saut, alors V; = X, — ie4Y,.
Pour chaque [ € W, prenons [; € O; comme dans la preuve du théoreme 4.1.

On doit tout d’abord faire la preuve pour ce [; particulier. Soient 7 une solution faible
et p € S(R), ¥ € S(R*) arbitraires. Par hypothese et comme Yj, est anti-hermitien,

<n,dm, (de - igd}/jd)*gp ® Y >=<, dﬂ-ll(_de - igd}/jd)(p ® ¢ >=0,

ie.,

0
/ / n(si,...,5q) [a (54) — 5de(l1)5d90(5d)} Y(s1,...,84-1)ds1...dsq_1dsq =0,
Rd-1 Sd

d’apres la section 4.8.4. Comme 1 € S(R4!) est arbitraire,

0
/ n(s1,--.,54-1,54) [a_SO(Sd) - ngd(ll)5d90<5d)} dsq =0
R Sd
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pour presque tout si,...,Sq4_1.

Dongc, par le résultat obtenu pour le groupe de Heisenberg [L-M],

1 2
n(s1y- -+, 8a-1,84) = C(l1,81,...,8q-1)€ z€afla(l1)sg

presque partout si e4Ry(l;) > 0. Ici Cy,(s1,...,84-1) = C(l1, 81,...,8q4_1) € L*(R41).
D’ott, pour chaque j € {1,...,d} et chaque ¢ € S(R), ¥ € S(R¥1)et pour U;,C;
comme dans la preuve du théoreme 4.1,

<, dﬂ_ll (V;*)SO Ry >=0
< O, (s1,. .. ,sd_l)e_%”Rd(ll)sg, dmy, (Vi) p(sa)(s1, .., 8a-1)] >=0
aj < eiéstd(ll)%? W(Sd) >r< Cl1 (Sb SRR Sdfl)a dﬁfl (U;)Q/J(Sh BRI Sdfl) >Rd-1= 0

< Cll (81, .. ,Sdfl), dﬂ"[l (U;)Qﬂ(sl, RN Sdfl) >pd-1= 0
comme ¢ est arbitraire. Ainsi Cy, (s1,...,84_1) est une solution faible dans L?(R%¢"!) de

dr; (Up)E=0, j=1,...d—1.

Par récurrence, Cj, (s, ..., 84-1) = C(l1)&; (51, . ., 84-1) presque partout
et n=C(l)m, ® &, = C(l)&, = C(lh)&, presque partout.
Alors le raisonnement précédent est justifié par ce qui suit : comme X € g, X* = —X,

(ad(X)V)* = ad(X)(V*) et [Ad(exp(—tX))V]* = Ad(exp(—tX))(V*).
Donc

dmy (VOEG) = dm (Ad<exp<—tx>m*)8<t,'><’g‘“>
_ [dwl; (Ad<exp<—tx>>v;) €t )@)

- [eam )] @@

= Cydm;, (U)E(L,)(@)

Sil e W\ A, 1 € W\ A, ou bien g4Ry(l1) < 0 et n(s1,...,84-1,8q¢) = 0, ou
eqR4(l1) > 0 et p(ly) =11 ¢ A.. Par récurrence ceci implique que Cy, (s1,...,84-1) = 0.

Dans tous les cas, n = 0.

Pour prouver le résultat pour la forme linéaire [ de départ, rappelons que l; € O;, que
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m, et m sont unitairement équivalentes et que si &, et & sont les solutions respectives
données par le théoreme 4.1, alors on peut transformer une de ces solutions en 'autre
par cette équivalence unitaire. Comme de plus cette équivalence unitaire respecte le
produit scalaire, le résultat sur les solutions faibles reste correct pour la forme linéaire
de départ [.

Dans le cas I1, les espaces de représentation et les représentations ne changent pas lors
du passage de g & g. Et ainsi, le résultat est automatiquement prouvé par récurrence. [

On doit a présent étudier les solutions faibles du systeme d’équations différentielles qui
nous intéressent. Considérons la définition suivante :

Définition 4.4. Pour chaque [ € A, fixée et chaque Uy,...,U; € i(g), on dit que
f € L*(R?) est une solution faible du systéme f * Uj=0,j=1,...,d, si, pour
chaque ¢ € S(G),

<fipxU;>=0, j=1,...,d

Maintenant posons Vi,...,V; comme dans le théoreme 4.1 et Uy = V¥ (k= 1,...,4d).
D’apres le théoreme de Plancherel, on a pour chaque solution faible f de f Uy = 0
(k€ {l,...,d}) et chaque p € S(G), pour tout k € {1,...,d},

0 = <fioxU; >
= / tr(m(f)dm(Uk)m(so*))|Pf(l)|dl‘
VrOgp,

Choisissons une suite de fonctions f,, € S(G) qui converge vers f dans L?(G) et, pour
ke {1,...,d} fixé mais arbitraire, on remplace @ par f, * Uy * ¢ * ©*.

Ainsi
/Vng*Puk tr (m(f)dm(Uk)m(so) {m(fn)dm(Uk)m(@} *> \Pf()]dl = 0.

Mais (f,), converge vers f dans L*(G).
D’ou

ir (m(f)dm(Uk)m(w) [ru(f)dmwk)m(m] ) PEIdL =0

VTﬂg*Puk
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et
m(f)dm(Ug)m(e) =0, pour presque toute I € Vi N gp,i-

Ceci peut étre fait pour chaque k& € {1,...,d}. Choisissons les fonctions ¢ dans un
ensemble dénombrable dense C de S(G). Pour chaque ¢ € C, il existe un ensemble de
mesure nulle N, C Vr N gp,,;. tel que

Wl(f)d’/Tl(Uk)Wl(gO) =0, V(,O € C,Vl € (VT ﬁg*Puk) \ Nq,,Vk’ € {1, .. ,d}

I’ensemble N = U N, est encore de mesure nulle et
pel

Wl(f)dﬂ'l<Uk)7Tl<90)7] = 0, Vi € (VTﬁg*Puk)\N, VQO € C,VT] < S(G) = f)f;,Vk € {1, - ,d}

Comme 7;(C)$H° est dense dans 95, m(f) = 0 sur Im(dm(Uy)) pour tout k € {1,...,d}
et, pour tout ¢,y € H°

Uy

< dﬂ'l(Uk)gD,Wl(f*)Qﬂ >=< ’/Tl(f)dﬁl(Uk)QO,w >=0, Vke {1, R ,d},

i.e., pour tout 1 € H et pour toute I € (VrNgp,,) \ N, m(f*)y est une solution faible
du systeme d’équations dm (U)¢ = dm(Vy)E =0, k € {1,...,d}.

D’apres le théoreme 4.3 et la densité de $77 dans $),,, on peut alors conclure que
m(f* )9 C C&, pour presque toute [ € Vp N A
ou & est définie comme dans le théoreme 4.1 et

m(f*)9r = {0}, pour presque toute I € Vp\ (Vr N A.).

Supposons que f est une solution faible de f* Uy =0 (k=1,...d).

Fixons | € Vo N A\ (N N A.). Par le méme raisonnement que dans le théoréme 4.3
(iii), il existe n; € L*(R?) tel que

7rl<f>k) = P&zﬂn et 7rl(f) = Pg,m = Pm@'

Ainsi m;(f) est un opérateur & noyau dont le noyau est égal & 1, ® &, pour presque toute
leVrn ./45.
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Donc

Im(Plles = llm @ Ell2 = [lmllz [1&]l2
pour presque toute [ € Vi N A, et m(f) = 0 pour presque toute [ € Vp \ (VN A,).
On peut donc poser i, =0 il ¢ A, et on a

12 = /V Im()IEs|PFOIdI (11.5)
TGPy

= [ Il laipsa
VrOgph,r

< 400

Pour ¢ fixé mais arbitraire, posons Uy . a la place de Uj.

Pour caractériser les solutions faibles du systeme f* U, =0 (k= 1,...,d et € fixé),
introduisons les notations suivantes :

Définition 4.5. Pour chaque e € {—1, 1} fix¢é tel que A, # 0, les sous-espaces S.(G)
de S(G) et L*(G) de L*(G) sont définis par

S.(G) = {feS@) | f+Up=0, k=1,....d}
LXG) = S&.(G)

Les solutions faibles de notre systeme d’équations sont alors caractérisées par le théoreme
suivant :

Théoreme 4.5. Soit G = exp(g) un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement
connexe. Utilisons les notations d, A. comme dans le théoréme 4.1. Pour e € {—1,1}¢
fizé, soient Vi, ..., Va. € U(g) comme dans le théoréme 4.1. Soient Uy = V)’ pour
k=1,...,d. Donc l’ensemble des solutions faibles du systeme d’équations f x U = 0,
k=1,...,d, est égal a L*(G), i.e., chaque solution faible est la limite, dans L*(G),
d’une suite de solutions fortes des mémes équations.

Démonstration. Soit f € L*(G) une solution faible telle que m(f) = P, ¢, pour presque
toute | € Vr N A et m(f) =0sil ¢ A.. Soit g € S(G) une solution forte construite
comme dans le théoreme 9.3 telle que m,(g) = P,, ¢, pour toute [ € Vp N A. N O, pour
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v eCX(VrNA.NO,SRY), vi(-) = (I, -), avec suppy C K x R? ot1 K est un compact
dans Vp contenu dans VN A. N O. La fonction v et les compacts K seront déterminés
plus tard.

Alors
lg—fI2 = /' Img) — () s PAD)dl
VTﬂg;’uk
= [ IRewalisiProla
VTng}uk

= [ -l lelprola
VTng*Puk:
2
= G =nCs) ||LQ((vag;uk>de,Hsl||§\Pf(z>\dzdsl---d5d>

Soit M € N arbitraire et déterminons les constantes K et v telles que [|g — fll2 < -
D’apres la formule(11.6) on sait que

[ Il lalBPr ol = 1513 <+,
VTﬂg;’uk

i.e., application [ — ||n||2 appartient & L*(VyNgh.,., 16|31 P f(1)|dl) et cette application
est nulle en dehors de VN A..

De plus comme VN A. N O est un ouvert dense de Vi N A, il existe un compact K,
de Vr N A. N O d’intérieur non vide int(K7) dans Vi tel que

1
2
([ mlslrso@) <
(VT mAg)\Kl

Soit maintenant K un compact de Vp d’intérieur int(X’) non vide dans Vr tel que

=| -

0#int(K;) C Ky Ccint(K)Cc KCcVrn A NO.
Construisons une fonction px € C°(Vr N gh,,.) telle que

0<pr <1
g =1 sur K,
suppyg C K
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et posons

(81,0 8a) = o (l) -m(s1,...,84) € LQ((VT N Gpur) X R?, ||§l||§ |Pf(l)|dldsy - - - dsq).

Donc

2
In.(-) = 7~(')Hi2((VTﬂg}M)><Rd,||§lH%|Pf(l)|dldsl~--dsd) - / [l (1 - SOK(Z)) &3P f (1)l
- VrOgp,k

</ )13 &3P @)t
(VTﬂAgﬂO)\Kl
112
< — | .
(37)
Comme M est assez grand, ceci prouve le théoreme. O

4.12 Désintégration de la représentation réguliere

gauche

Soit £ € {—1,1}% tel que A, # 0.
Soit p la représentation réguliere gauche de L'(G) sur L?(G) définie par

p(f)g=f*g, VfeLYG)Vge L*G).

Remarquons que le sous-espace fermé L?(G) de L?(G) est stable pour cette représentation.
Soit po = p|r2(q) la restriction de p a ce sous-espace.

On doit maintenant désintégrer pg en représentations irréductibles.

Rappelons tout d’abord que pour chaque g € L?(G) et presque toute forme linéaire
l € A, il existe n, = mi(g) € L*(R?) = 9, tel que m(g) = Py,¢,-

Donc, pour chaque f € L(G),

71-l<f * g) = Wl(f)Pm,Sl = Pﬂ'l(f)ﬂlvfl’

ie.,

m(f*g)=m(f)mg)
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D’autre part, si g € L2(G) et | ¢ A., alors m(g) = 0.

On peut donc prendre 7, =0, si l ¢ A..

Maintenant considérons l’espace
n= [ woalal PO
VTﬁg};uk

avecny = 0sil € Vp\ (VrNA.) et n; = 1 pour presque toute [ € VN A, et définissons
la représentation IT de L'(G) sur § par

(IS =m(f)G, V[ € LY(G),Y( = (G € 9.

Alors les représentations (L2(G), po) et (9,11) sont équivalentes.
En effet, définissons

U:L2(G) — %

par
(Ug); =m(g), pour presque toute [ € V.

D’apres le théoreme de Plancherel 1.2, U est une isométrie de L?(G) sur ), car

1Ugll5 :/ lm(I2 &2 [P F@D)dl = |lg]3-
VrNAe

Comme cette application est aussi linéaire, par construction, elle est injective. Elle est
surjective, car chaque fonction v € C°(Vp, S(R?)) telle que suppy(l,s) C K x R4, ou
K est un compact de Vy N A. N O, est dans 'image de L?(G) par U et ces fonctions
sont denses dans 9.

L’application U entrelace les représentations py et II, car, pour chaque g € L*(G) et
presque toute [ € Vr,

(Wonig]| = vl

l

= (po(f)g)

= n(f*g)
= m(f)m(g)

l
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Donc py est unitairement équivalente a
M= gl PO
VTﬁg}uk

avec n; = 0 si | ¢ A. et n; = 1 pour presque toute [ € Vpr N A,

et on obtient une désintégration de py = p[r2() en représentations irréductibles m; avec
multiplicités 1 pour presque toute | € Vo N A, et 0sil ¢ A..

4.13 Décomposition de I’espace L*(G)

Pour chaque € € {—1,1}%, on a défini un ouvert A, de g* tel que W = |_| A. est

un ouvert dense de g*.

Pour chaque ¢ tel que A, # (), on a construit un ensemble d’éléments U; ., ..., Uy de
$U(g) et défini S.(G) et L*(G) par

S.(G) = {feS@) | f+Up.=0, k=1,....d}
1AG) = S(G)

ot L?(@G) coincide aussi avec I'ensemble des solutions faibles du systeme d’équations

frUp=0,k=1,...d

Rappelons aussi que G agit sur g par Ad et que cette action peut étre étendue a tout
U(g). Siu e GetV e ig), notons V¥ cette action de u sur V.

Définissons alors les sous-espaces suivants :
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Définition 4.6. Pour u € GG, on définit

et
L3 (G) = S.u:(G).

Pour u = e, 'élément neutre du groupe G, on écrira S.(G) et L2(G) a la place de
S.-(G) et LZ_(G).

_ 3 3 u u
Comme ¢ * U; . = 0 si et seulement si ¢* x U}, =0, on a

u

5.6 = (8.0)) @ £2.0) = (£20))

Soit & présent ¢ € L2 _(G), i.e., p = v ' € LX(G).

Comme 7;(¢") = m(u)m(¢)m(u=t), m(p) = 0 pour toute [ ¢ A, implique que m;(¢)) = 0
pour toute [ ¢ A..

De méme, m(p) = P, pour presque toute [ € A. implique que (') = Pr,(wyn,m w)e
pour presque toute [ € A, i.e., m (1)) est aussi un opérateur de rang un dans ce cas.

On a les relations d’orthogonalité suivantes :

Proposition 4.1. Soient u,u’ € G et g,e’ € {—1,1}7 tels que A. # 0, Ao # 0 et
e#e.

Alors les sous-espaces L., .(G) et L2

v o (G) sont orthogonauz.

Démonstration. Le fait que ¢ € L} (G) implique que m(p) = 0 pour toute I ¢ A et
¢ € L2, (G) implique que 7;() = 0 pour toute | ¢ A.r.

Comme A, N A, = ) si e # €/, le théoréme de Plancherel nous donne le résultat. O

Remarque. Pour le méme ¢, les espaces L _(G) et Li,ﬁ(G) ne sont pas nécessairement
orthogonaux, probablement leur intersection n’est méme pas triviale.

Si u et o different d’un élément central, les espaces L7, (G) et L2, .(G) coincident.
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Pour prouver que ces sous-espaces engendrent tout L*(G), on a besoin d’un résultat de
“type Wiener”.

On utilisera la définition suivante :

Définition 4.7. Soit G un groupe localement compact, a base dénombrable, de type
I, unimodulaire.

Soit ¥V C L?*(@) un sous-ensemble fermé de L*(G). Soit {&; | i € N } un sous-ensemble
dénombrable dense de V.

On appelle support de V et on note Supp) I'ensemble
SuppV = J{m € G | 7(&) #0 },
ieN
a un ensemble de mesure nulle pres.

Ici 7(&;) représente l'opérateur, au sens L?, donné par le théoreme de Plancherel.
L’ensemble SuppV, défini a un ensemble de mesure nulle pres, est mesurable et est
indépendant du sous-ensemble dénombrable dense { & | i € N }.

On a alors le résultat suivant de “ type Wiener ” :

Théoreme 4.6. Soit G un groupe localement compact, a base dénombrable, de type
I, unimodulaire. Soit V C L*(G) un sous-espace fermé qui est invariant a droite et a
gauche par les éléments de G.

Si SuppV = G (6 un ensemble de mesure prés), alors V = L*(G).

Démonstration. C’est une conséquence d’un résultat plus général de Sutherland, consul-
ter [Sul]. O

Corollaire 4.1. Soit G un groupe localement compact, a base dénombrable, de type I,
unimodulaire qui est tnvariant par translation a droite et a gauche par les éléments de
G. Supposons qu’il existe un ensemble de mesure nulle N dans G tel que pour toute
représentation ™ € G \ N, il existe £ € V tel que (&) # 0.

Alors V = L*(G).

On obtient la décomposition de L?(G) suivante :



136

Théoreme 4.7. Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement connexe non-
abélien. Alors, en utilisant les notations précédentes,

12(G)

® (Tm@) -

ee{-1,1}¢ “ueG

Ici la somme extérieure est une somme directe orthogonale, alors que la somme a
[intérieur ne [’est pas.

Démonstration. Appelons V l'espace dans le membre de gauche de 1’égalité ci-dessus.
Alors V est invariant par translation a gauche, comme tous les espaces LZ}E(G) le sont
aussi.

De plus, V est invariant par conjugaison, par construction, il est invariant par translation
a droite.

Pour presque toute représentation m; € @, il existe e € {—1,1}¢ telle que | € A..
Pour cet ¢ et pour les éléments U, ., ..., Uz € H(g), il est possible de construire une
application ¢ € S.(G) C L%(G) telle que m(¢) est un opérateur non nul de rang un.
En conclusion V = L*(G), par le corollaire 4.1. O

Remarque. Le théoréme précédent donne une décomposition de I'espace L*(G) comme
somme de noyaux d’opérateurs aux dérivées partielles bien choisis. Malheureusement,
cette somme n’est pas directe, méme si elle est formée de grands blocs orthogonaux.

Pour chaque ¢ tel que A. # 0, la restriction de la représentation réguliere gauche au
sous-espace L?(G) se désintegre en représentations irréductibles m; avec les multiplicités
1 pour presque toute [ € A. (mod Ad*(G)) et 0 sinon.

Ceci reste vrai pour tout L2 (G), car L} (G) est déduit de LZ(G) par conjugaison.

4.14 Retour au groupe de Heisenberg

Le cas du groupe de Heisenberg H,, de dimension 2n + 1 a été étudié dans [L-M].

Dans ce cas, d = n, A. # () si et seulement sie = (1,1,...,1) oue = (—1,—1,...,—1).
Posons sgn(e) =+ sie = (1,1,...,1) et sgn(e) = —sie = (—1,—1,...,—1).

Les opérateurs Uy . sont donnés par Uy . = X + i sgn(e)Ys.

La somme du théoreme 13.7 peut étre remplacée par une somme directe si on restreint
le choix des éléments v € H,,.



137

En effet, pour a = (ay, g, ..., ap,) = a+ib € C", a,b € R", définissons

n

Ua,e) = exp(Z(aka +byYy)) € Hy, sisgn(e) =+
k=1

et

n

Uae) = eXP(Z(—@ka + b Y:)) sisgn(e) = —.
k=1

Alors (X + i sgn(e)Yye) s = Xy + @ sgn(e)Yy +iogZ, pour k=1,...,net

L?(Hp)
) = @ (2. () 0 13 (11)
acCn
ou
L2 (H,) = Li(a €>7E(Hn) avec e = (1,1,...,1)
et

L2 —(Hn) = LQQL(

@,

as),e(Hn) avec e = (—1,—1,...,—1).

De plus, dans [L-M] une décomposition plus fine est prouvée : pour a, § € C", soit

- - - L?(Hy)
L%a,ﬁ),i(Hn) ={feSH,) | fxXeg LYy +iaxZ)=—ilcf, k=1,...,n} .

D’ou

L2(Hy)

L*(H,) = <L§aﬁ)7+(Hn) D L%aﬂ)’_(Hn)>
(a,B)eC2m

Mais les mémes arguments que ceux développés dans [Lu. Mo.] montrent que la décomposition
de () est suffisante. En particulier, pour § # 0,

L?(Hy)
Lpatiyc @ (.00 12, 1)

a’eCn

Donc, dans le cas du groupe de Heisenberg, on obtient une décomposition de L*(H,,)
en somme directe ou, plus précisément, une fermeture de somme directe et donc une
désintégration complete de la représentation réguliere gauche avec multiplicités 0 et 1.
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