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3.8 Le théorème d’inversion de Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

3.8.1 Résultats sur la tranformée de Radon . . . . . . . . . . . . . . . 74
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Introduction générale

Comme le titre de cette thèse l’indique, nous allons étudier plusieurs problèmes, plus

ou moins indépendants, liés à certains groupes de Lie exponentiels résolubles.

S’étant donné un tel groupe de Lie, il est très intéressant de savoir si les propriétés

connues dans le monde mathématique abélien restent vraies dans ces situations ou, si

au contraire, elles sont contredites. Ceci nous permet, entre autre, de mieux connâıtre,

notre espace le plus familier : Rn et d’élargir nos perspectives scientifiques.

Pour mieux comprendre la structure des fonctions d’une variable réelle, on a introduit

la notion d’analyse harmonique, i.e., la décomposition de fonctions en fonctions d’un

type plus simple. Dans Rn, celle-ci se traduit par l’introduction de la transformée de

Fourier. Mais que se passe-t-il lorsque l’on passe à des structures plus complexes, en

l’occurence à des groupes et algèbres de Lie non commutatifs ?

Soit G un groupe de Lie exponentiel résoluble ou plus simplement exponentiel, i.e.,

dont l’application exponentielle est un difféomorphisme. Cette classe de groupes est

composée d’une grande étendue de groupes bien connus : les groupes de Lie nilpotents,

les groupes “ax + b” et encore bien d’autres.

Pour pouvoir généraliser la notion de transformée de Fourier, une notion naturelle est

apparue : le dual unitaire Ĝ du groupe G, i.e., l’ensemble des classes d’équivalence de

représentations unitaires irréductibles de G.

Ceci étant introduit, on veut voir si les grands théorèmes de l’analyse réelle ont encore

un sens.

C’est ce que l’on va faire pour certains d’entre eux dans cette thèse et voici son plan :
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Chapitre 1 : Généralités

Nous donnons ici le matériel nécessaire pour la compréhension de cette thèse. Nous

revenons sur la structure des groupes de Lie exponentiels résolubles ainsi que sur celle

de leur dual unitaire, via la méthode des orbites. Nous rappelons plus précisément le

cas particulier des groupes de Lie nilpotents.

Chapitre 2 : Transformation de Fourier Lp dans les

groupes de Lie fortement ∗-réguliers

S’étant donnée une fonction f dans L1(R), on lui associe sa transformée de Fourier

Ff = f̂ par l’application

f̂ : R −→ C

définie par

Ff(ξ) = f̂(ξ) =

∫

R
f(x)e−2πix.ξdx

Alors il est facile de voir que ‖Ff‖∞ ≤ ‖f‖1 et d’après le théorème classique de Plan-

cherel, ‖Ff‖2 = ‖f‖2.

Le théorème de Riesz-Thorin nous permet de déduire le théorème de Hausdorff-Young

∀ 1 ≤ p ≤ 2, et
1

p
+

1

q
= 1, ‖Ff‖q ≤ ‖f‖p.

Ainsi la transformation de Fourier est un opérateur borné de Lp(R)∩L1(R) sur Lq(R),

on peut donc l’étendre en l’opérateur :

Fp : Lp(R) → Lq(R).

Une question naturelle se pose : peut-on calculer sa norme ?

En fait,

‖Fp(R)‖ = sup
‖ϕ‖p≤1

‖F(ϕ)‖q ≤ 1.
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Babenko, en 1961, a démontré dans [Ba], que si q est pair, on a

‖Fp(R)‖ = Ap, où Ap =
(p

1
p

q
1
q

) 1
2
.

Beckner, en 1975, a généralisé, dans [Be], cette égalité pour 1 < p ≤ 2.

Une autre question naturelle se pose : peut-on calculer cette norme dans le cas des

groupes non-abéliens ? Si oui, peut-on espérer que ces normes permettent une classifi-

cation des groupes non-abéliens ?

Malheureusement, le calcul de ces normes est très difficile, car il demande une connais-

sance approfondie des groupes étudiés.

Dans ce chapitre, on étudiera la transformée de Fourier Lp pour une classe spéciale de

groupes de Lie exponentiels, les groupes de Lie exponentiels fortement ∗-réguliers, et

on donnera une estimation de sa norme en utilisant la méthode des orbites.

Ce qui nous conduira au résultat suivant :

Théorème. Soit G un groupe de Lie exponentiel résoluble vérifiant la condition de

∗-régularité forte. Soit m la dimension maximale des orbites coadjointes.

Soient 1 < p ≤ 2 et q =
p

p− 1
. Alors, pour tout ϕ ∈ L1(G) ∩ Lp(G) et pour µ-presque

tout π ∈ Ĝ, l’opérateur πp(ϕ) := π(ϕ)K
−1
q

π est borné, son extension est de classe Cq et

satisfait l’inégalité suivante :

( ∫

Ĝ

‖πp(ϕ)‖q
Cq

dµ(π)
) 1

q ≤ A
2dimG−m

2
p ‖ϕ‖p.

Ces travaux font l’objet d’un article, cosigné par A. Baklouti, J. Ludwig, K. Smaoui

et moi-même, à parâıtre bientôt au journal Acta Mathematica Sinica sous le titre Esti-

mate of the Lp-Fourier Transform Norm on Strong ∗-Regular Exponential Solvable Lie

Groups.

Chapitre 3 : Théorème d’inversion de Fourier pour

les groupes de Lie nilpotents

L’un des plus fameux et utiles résultats de l’analyse harmonique sur Rn est le théorème

d’inversion de Fourier. Mais peut-on le généraliser aux groupes de Lie nilpotents ?
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Si ceux-ci ressemblent “presque” à Rn par de nombreux aspects et que leur théorie des

représentations est bien établie, leurs comportements révèlent cependant d’importantes

différences.

Au cours de ce chapitre, nous aborderons la généralisation de ce théorème, ce qui mènera

au résultat suivant :

Théorème. Soit G = exp g un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement connexe,

muni d’une base de Jordan-Hölder fixe.

Pour chaque l ∈ g∗, posons bl la polarisation de Vergne correspondante et Bl = exp bl.

Alors il existe un ouvert de Zariski g∗gen de g∗, tel que pour toute fonction C∞

F : g∗gen ×G×G → C qui, pour l ∈ g∗gen fixée, est Schwartz sur G/Bl ×G/Bl, qui est

à support compact en l (si on se restreint à une section d’ et qui vérifient la relation de

covariance

F (l, xh, yh′) = χl(h)χl(h
′)F (l, x, y),

il existe une unique fonction f ∈ S(G) telle que πl(f) admette F (l, ·, ·) comme noyau,

pour chaque l ∈ g∗gen.

L’application F 7→ f est continue par rapport aux topologies des espaces de fonctions

considérés.

Afin de prouver ce théorème, on aura besoin d’introduire de nouvelles structures : les

groupes et algèbres de Lie variables nilpotents.

Chapitre 4 : Application : décomposition de l’espace

L2 des groupes de Lie nilpotents

Le théorème d’inversion de Fourier permet de nombreuses applications. Il est très utile

pour construire des fonctions f ∈ S(G) dont la transformée de Fourier généralisée(
πl(f)

)
l∈g∗/Ad∗G

vérifie certaines conditions. Dans ce chapitre, nous allons exploiter

cette propriété pour obtenir une nouvelle décomposition de l’espace L2 des groupes de

Lie nilpotents.

S’étant donné encore un groupe de Lie G = exp(g) nilpotent connexe, simplement

connexe, nous décrirons L2(G) comme fermeture d’une somme de sous-espaces in-

variants à gauche qui cöıncident avec l’ensemble des solutions faibles, dans L2(G),

d’un certain système d’équations différentielles. La restriction de la représentation
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régulière gauche à chacun de ces sous-espaces se désintègre en une intégrale directe

de représentations irréductibles unitaires de multiplicités 0 et 1.

Nous obtiendrons le théorème suivant :

Théorème. Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement connexe non-

abélien. Alors,

⊥⊕

ε∈{−1,1}d

( ∑
u∈G

L2
u,ε(G)

)L2(G)

= L2(G).

Ces deux derniers chapitres ont été obtenus en collaboration avec Carine Molitor-Braun.



Chapitre 1
Généralités

1.1 Définitions et outils de base

Soit g une algèbre de Lie réelle de dimension finie.

Définitions 1.1. 1. Posons D0(g) = g, D1(g) = [g, g] et par récurrence

Dk(g) = [Dk−1(g),Dk−1(g)], ∀k ∈ N.

L’algèbre g est dite résoluble si Dj(g) = {0} pour un certain j ∈ N.

2. Posons C0(g) = g, C1(g) = [g, g] et par récurrence

Ck(g) = [Ck−1(g), g], ∀k ∈ N.

L’algèbre g est dite nilpotente si Cj(g) = {0} pour un certain j ∈ N.

Un groupe de Lie G est dit résoluble (respectivement nilpotent) si son algèbre de Lie g

est résoluble (respectivement nilpotente).

3. Un groupe de Lie G connexe, simplement connexe et son algèbre de Lie g sont dits

résolubles exponentiels ou plus simplement exponentiels, si l’application exponen-

tielle :

exp : g −→ G

est un difféomorphisme de g dans G. Désignons par log son application réciproque.
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Dans la suite G désignera un groupe de Lie exponentiel, dont l’algèbre de Lie sera

notée g.

Soit g∗ l’espace vectoriel dual de g.

Définitions 1.2. 1. L’algèbre de Lie g agit sur g par représentation adjointe adg :

adg(X)Y := ad(X)Y = [X, Y ], ∀ X, Y ∈ g.

2. Le groupe G agit sur g par représentation adjointe AdG :

AdG(g)Y := Ad(g)Y := eadXY =
∞∑

n=0

1

n!
(adX)n(Y ), g = exp X ∈ G, Y ∈ g,

et sur g∗ par représentation coadjointe Ad∗G :

Ad∗G : G −→ Aut(g∗)

x 7−→ Ad∗G x

< Ad∗G(g)l, X >=< g · l, X >=< l, AdG(g−1)X >, g ∈ G, l ∈ g∗, X ∈ g.

3. L’ensemble G · l = {g · l, g ∈ G} =: Ωl est appelé la G-orbite coadjointe en l et

g∗/G l’espace des orbites coadjointes. Ces orbites sont toujours de dimension paire.

Introduisons quelques algèbres d’une grande utilité.

Définitions 1.3. 1. Soit g(l) = {X ∈ g, < l, [X, g] >= {0} } le stabilisateur de la

forme linéaire l ∈ g∗ dans g, c’est l’algèbre de Lie de Gl = {g ∈ G, g · l = l }.
2. Si p ⊂ g, alors p⊥ = {f ∈ g∗, f|p = 0} représente l’annihilateur de p dans g∗.

3. Un sous-espace b(l) ⊂ g est appelé polarisation en l ∈ g∗, si b(l) est une sous-

algèbre totalement isotrope maximale relativement à la forme bilinéaire antisymétrique

Bl définie par

Bl(X, Y ) =< l, [X,Y ] >, X, Y ∈ g.

Une polarisation b(l) en l satisfait la condition de Pukanszky ou est une polarisa-

tion de Pukanszky, si

l + b(l)⊥ = Ad∗(B(l))l = B(l) · l, où B(l) = exp b(l).
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4. Le caractère unitaire χl = χ de B(l) associé à l est défini par

χ(exp X) = e−2πi<l,X>, ∀ X ∈ b(l).

Remarques. 1. Rappelons une méthode pratique pour obtenir une polarisation de

Pukanzsky en l.

Comme g est une algèbre de Lie exponentielle, on sait qu’il existe une bonne suite de

sous-algèbres S = (ak)
n
k=0 de g, c’est une suite croissante de sous-algèbres

{0} = a0 ⊂ a1 ⊂ . . . ⊂ an = g.

telle que pour tout j = 1, . . . , n,

a. dim aj/aj−1 = 1,

b. Si aj n’est pas un idéal de g, alors aj−1 et aj+1 sont des idéaux de g et la représentation

déduite de la représentation adjointe de g dans aj+1/aj−1 est irréductible, i.e., aj−1 est

un idéal de aj+1.

Soient l ∈ g∗, posons lk = l|ak
la restriction de l à ak et ak(lk) le noyau de la forme Blk

sur ak × ak.

Définissons

h(l,S) =
n∑

k=0

ak(lk).

Alors h(l,S) est une polarisation de Pukanszky en l, appelée la polarisation de

Vergne en l.

2. Si G est un groupe de Lie nilpotent, toute polarisation vérifie la condition de Pu-

kanszky.

Définition 1.1. On dit que l’orbite coadjointe Ωl de l ∈ g∗ est saturée par rapport

à un idéal de codimension un g0 = Lie G0 dans g, si g(l) ⊂ g0.

En particulier, d’après [C-G], on a que G · l = G · l + g⊥0 et

dim(G0 · l0) = dim(G · l)− 2, où l0 = l|g0 . (1.1)

1.2 Un peu d’intégration

L’espace Cc(G) désignera l’ensemble des fonctions continues à support compact sur G.
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Soient dg une mesure de Haar invariante à gauche sur G et ∆G la fonction module G,

qui est définie par la relation :

∀x ∈ G,

∫

G

f(gx−1) dg = ∆G(x)

∫

G

f(g) dg. (2.2)

Il est bien connu que pour x ∈ G :

∆G(x) = |det Adx|−1 = e−tr adg(logx).

Pour pouvoir faire des calculs explicites, on doit se ramener au calcul dans un espace bien

connu : Rn. Ceci est possible, car on connâıt l’existence de certaines bases particulières

de g dont on rappelle les définitions :

Définitions 1.4. Soit Z = (Z1, . . . , Zn) une base de g. Soit (gk)
n
k=1 la suite de sous-

espaces vectoriels de g définie par

gk =
k∑

i=1

RZi.

1. Z est une base de Malcev de g si pour tout k, 1 ≤ k ≤ n, le sous-espace vectoriel

gk est une sous-algèbre de g et gk est un idéal de gk+1.

2. Z est une base de Jordan-Hölder de g si pour tout k, 1 ≤ k ≤ n, le sous-espace

vectoriel gk est un idéal de g.

Proposition 1.1. Soit G un groupe de Lie exponentiel d’algèbre de Lie g, alors g admet

une base de Malcev Z.

De plus, l’application suivante

EZ : Rn −→ G

w = (w1, ..., wn) 7−→ exp(w1Z1) · . . . · exp(wnZn)
(2.3)

est un difféomorphisme.

Si de plus g est complètement résoluble, alors elle possède une base de Jordan-Hölder.

En particulier, toute algèbre de Lie nilpotente admet une base de Jordan-Hölder.

Démonstration. Voir [B-A] .
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Dans la suite, on choisit notre mesure de Haar dg sur G de telle manière que l’on ait

ν
G
(f) =

∫

G

f(g) dν
G
(g) :=

∫

Rn

f
(
z1Z1...znZn

)
dZ, ∀f ∈ Cc(G), (2.4)

où l’on a noté

z1Z1...znZn = exp(z1Z1) · . . . · exp(znZn)

et dZ la mesure de Lebesgue sur Rn.

Soit maintenant H un sous-groupe fermé de G d’algèbre de Lie correspondante h.

Désignons par ∆H,G le caractère positif de H défini par :

∆H,G(h) =
∆H(h)

∆G(h)
.

Donc on a :

∆H,G(X) = exp(tr adg/hX), X ∈ h.

Il est clair que, si H est un sous-groupe normal de G, alors ∆H,G(h) = 1, ∀h ∈ h.

On sait qu’il existe une base de Malcev de g relative à h ou encore appelée base co-

exponentielle de g relative à h, notée Z(h) := (Zk1 , ..., Zkp) où p = n − d est la

codimension de h dans g.

Elle est aussi construite de façon canonique à partir de Z.

Pour cela, posons {k1 < ... < kp} =
{
i ∈ {1, ..., n}, Zi /∈ h + gi+1

}
.

On obtient le difféomorphisme EG/H suivant :

EG/H : Rp −→ G/H

w = (w1, ..., wp) 7−→ w1Zk1 ...wpZkp ·H
(2.5)

On en déduit que Cc(G/H) des fonctions numériques ϕ : G/H −→ C, qui sont continues

à support compact, s’identifie à Cc(Rp) muni de la mesure image de la mesure de

Lebesgue sur Rp. Ainsi on a pour toute fonction ϕ ∈ Cc(G/H)

∫

G/H

ϕ(ġ) dġ =

∫

Rp

ϕ
(
w1Zk1 ...wpZkp ·H

)
dw , (2.6)

où dw est la mesure de Lebesgue sur Rp.
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1.3 Représentations induites

Considérons l’espace suivant :

K(G,H) =
{

F : G −→ C, continue et à support compact modulo H

telle que : F (gh) = ∆
G,H

(h)−1F (g), ∀(g, h) ∈ G×H
}

.

Le groupe G agit sur cet espace par translation à gauche. Il est démontré dans [B-A] qu’à

un scalaire multiplicatif près, il existe une unique forme linéaire positive G-invariante

sur K(G,H). On la note généralement νG,H ou plus simplement ν et on a ainsi :

νG,H(F ) =

∮

G/H

F (g) dνG,H(ġ), ∀F ∈ K(G,H).

On remarque que si ∆G = ∆H sur H, alors νG,H est une mesure G-invariante sur l’espace

homogène G/H et K(G,H) = Cc(G/H).

Soit π0 une représentation unitaire de H dans l’espace de Hilbert Hπ0 . On peut lui

associer un nouvel espace :

Kπ0(G,H) =
{

F : G −→ Hπ0 , continue et à support compact modulo H

telle que : F (gh) = ∆G,H(h)−
1
2 π0(h

−1)
(
F (g)

)
,∀(g, h) ∈ G×H

}
.

Si F est un élément de Kπ0(G, H), l’application g 7−→ ‖F (g)‖2
Hπ0

appartient à K(G,H).

Cette relation nous permet de définir une norme L2 sur Kπ0(G,H) de la manière sui-

vante :

‖F‖2 =
( ∮

G/H

‖F (g)‖2
Hπ0

dν(ġ)
) 1

2
.

On définit la représentation induite indG
H π0 de G comme la représentation régulière

gauche de G sur le complété L2(G/H, π0) de Kπ0(G,H) par rapport à la norme ‖ · ‖2

définie précédemment, i.e.,

(indG
H π0)(x)(ξ)(y) = ξ(x−1y), ∀x, y ∈ G, ξ ∈ L2(G/H, π0).
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1.4 La méthode des orbites

Nous allons décrire le dual unitaire Ĝ de G, c’est-à-dire, l’ensemble des classes d’équivalence

de représentations unitaires irréductibles de G.

Celui-ci peut être paramétrisé via la méthode des orbites de Kirillov-Bernat-Vergne.

Soit l un élément de g∗. Prenons une polarisation b en l satisfaisant la condition de

Pukanszky. Pour une telle polarisation, définissons πl,b par :

πl = πl,b = indG
B χl.

Théorème 1.1. πl,b est une représentation irréductible de G et sa classe d’équivalence

[πl,b] dépend uniquement de l’orbite coadjointe de l. Chaque représentation irréductible

π est équivalente à une représentation induite πl,b d’un caractère χl d’une polarisation

de Pukanszky.

De plus, l’application suivante, appelée l’application de Kirillov-Bernat-Pukanszky-

Vergne ou plus simplement l’application de Kirillov

K : g∗/G −→ Ĝ

G · l 7−→ [πl,b] =: πG·l

est un homéomorphisme.

Démonstration. Pour les détails, voir [L-L].

1.5 Représentations intégrées

Soit π une représentation unitaire irréductible de G.

Elle provient d’une forme linéaire l ∈ g? et d’une polarisation de Pukanszky B = exp b

en l, i.e., π = πl,b.

Soit f ∈ L1(G), on lui associe sa transformée de Fourier en π, définie par l’opérateur

π(f) =

∫

G

f(g)π(g) dg , (5.7)
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Cette représentation de L1(G), appelée aussi représentation intégrée, est définie sur

L2(G/B, χ
l
), le même espace que π.

Cette représentation agit sur L2(G/H, χ
l
) de la manière suivante, pour ξ ∈ Hπ :

π(f)ξ :




G → C

x 7→
∫

G

f(g)
(
π(g)ξ

)
(x) dg


 ∈ Hπ .

Proposition 1.2. Pour toute fonction f ∈ L1(G), l’opérateur π(f) donné par (5.7) est

un opérateur à noyau. L’application Fπ : f 7−→ Fπ(f), associant à f ∈ L1(G) le noyau

de l’opérateur π(f), est donnée par

Fπ(f)(x, y) = ∆−1
G

(y)

∫

B

∆
G,B

(b)
1
2 f(xby−1)χ

l
(b) db, (x, y) ∈ G×G. (5.8)

Remarques. 1. Il est facile de vérifier que Fπ(f) satisfait la relation de covariance :

Fπ(f)(xb, yb
′
) = χ

l
(b)χ

l
(b
′
)Fπ(f)(x, y), ∀x, y ∈ G, ∀b, b′ ∈ B. (5.9)

L’ensemble des fonctions F : G×G −→ C, vérifiant cette relation de covariance et qui

s’identifient, -moyennant le difféomorphisme EB-, avec des fonctions de C∞
c (Rp × Rp),

sera noté C∞
c (G/B ×G/B ; χ

l
).

2. Si on suppose que G est unimodulaire, la formule (5.8) se simplifie

Fπ(f)(x, y) =

∫

B

f(xby−1)χ
l
(b) db, (x, y) ∈ G×G. (5.10)

Dans ce cas, étudions la transformation des noyaux le long d’une orbite coadjointe.

Considérons les formes linéaires l et l′ sur g∗ dans la même G-orbite coadjointe, i.e.,

l′ = g.l pour un certain g ∈ G.

Soient πl = indG
B(l)χl et πl′ = indG

B(l′)χl′ et comparons les noyaux Fπl
(f) et Fπl′ (f).

Les polarisations de Vergne respectives en l et l′ vérifient clairement

b(l′) = Ad(g).b(l) et on a B(l′) = exp b(l′) = g.B(l).g−1.

Comme ces deux formes linéaires sont dans la même orbite, on peut supposer qu’elles
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opèrent sur le même espace de représentation H, alors, pour ξ ∈ H, x ∈ G,

(πl′(f)ξ)(x) =

∫

G/B(l′)
Fπl′ (f)(x, y)ξ(y)dẏ

=

∫

G/B(l′)

∫

g.B(l).g−1

f(x.h̃.y−1)χl′(h̃)dh̃ξ(y)dẏ

=

∫

G/B(l′)

∫

B(l)

f((x.g).h.(y.g)−1)χl′(g.h.g−1)dhξ(y)dẏ

=

∫

G/B(l′)

∫

B(l)

f((x.g).h.(y.g)−1)χl((g
−1.g).h.(g−1.g))dhξ(y)dẏ

=

∫

G/B(l′)
Fπl

(f)(x.g, y.g)ξ(y)dẏ.

Finalement, on obtient

Fπg.l
(f)(x, y) = Fπl

(f)(x.g, y.g), x, y ∈ G. (5.11)

3. Supposons que G est unimodulaire et que g = RX ⊕ g0, où g0 est un idéal de

codimension un dans g. Supposons que l’orbite coadjointe passant par l est saturée par

rapport à G0, c’est-à-dire que g(l) ⊂ g0.

Notons l0 = l|g0 .

Dans ce cas, chaque polarisation b en l0 dans g0 est aussi une polarisation en l dans g.

Notons B = exp b, πl := indG
Bχl et πl0 := indG0

B χl0 pour les représentations induites

correspondantes de G et G0. Alors πl est équivalente à indG
G0

πl0 . On la décrit de la

manière suivante :

Notons ξ(t, g0) = ξ(t)(g0) := ξ(exp(tX)g0) pour ξ ∈ Hπl
, l’espace de Hilbert sur lequel

πl agit.

Alors, pour presque tout t on a ξ(t, ·) = ξ(t)(·) ∈ Hπl0
, l’espace de Hilbert de la

représentation πl0 , l’équivalence unitaire entre πl et indG
G0

πl0 étant réalisée par l’ap-

plication ξ ∈ Hπl
7→ ξ(·)(·) ∈ L2(R,Hπl0

), muni de la bonne relation de covariance.

Pour f ∈ S(G), posons f(s)(·) = f(s, ·) ∈ S(G0) avec f(s)(g0) = f(s, g0) := f(exp(sX)g0).

On obtient

(
πl(f)ξ

)
(s)(u) =

∫

G

f(g)
(
πl(g)ξ

)
(s)(u)dg

=

∫

G

f(g)ξ(g−1 exp(sX)u)dg
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=

∫

G

f(g−1)ξ(g exp(sX)u)dg

=

∫

G

f(exp(sX)g−1)ξ(gu)dg

=

∫

R

∫

G0

f(exp(sX)g−1
0 exp(−tX))ξ(exp(tX)g0u)dg0dt

=

∫

R

[ ∫

G0

f(exp((s− t)X)[exp(tX)g0 exp(−tX)]−1)ξ(exp(tX)g0u)dg0

]
dt

=

∫

R

[ ∫

G0

f(s− t, [exp(tX)g0 exp(−tX)]−1)ξ(t)(g0u)dg0

]
dt

=

∫

R

[ ∫

G0

f(s− t, exp(tX)g0 exp(−tX))ξ(t)(g−1
0 u)dg0

]
dt

=

∫

R

[ ∫

G0

t
(
f(s− t)

)
(g0)ξ(t)(g

−1
0 u)dg0

]
dt

(
πl(f)ξ

)
(s)(u) =

∫

R
πl0

(
t
(
f(s− t)

))
ξ(t)(u)dt,

pour tout u ∈ G0, où tϕ(v) est définie par tϕ(v) = ϕ(exp(tX)v exp(−tX)).

Donc (
πl(f)ξ

)
(s) =

∫

R
πl0

(
t
(
f(s− t)

))
ξ(t)dt,

i.e., πl(f) peut être vue comme l’opérateur défini par l’opérateur à noyau suivant

πl0

(
t
(
f(s− t)

))
, (5.12)

agissant sur L2(R,Hπl0
), car l’application t 7→ ξ(t) est dans L2(R,Hπl0

).

1.6 Cas particulier des groupes de Lie nilpotents

Le matériel suivant est standard et est traité dans de nombreux ouvrages, voir par

exemple [C-G].

Dans cette section, nous supposerons que g une algèbre de Lie nilpotente et G = exp g

le groupe de Lie connexe, simplement connexe correspondant.

Dans ce cas, on sait qu’il existe une suite de Jordan-Hölder

{0} = g0 ⊂ g1 ⊂ · · · ⊂ gn = g.
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Fixons une telle suite, ainsi on obtient la base de Malcev associée

{X1, X2, . . . , Xn}

en prenant Xi ∈ gi \ gi−1.

Dans g∗, on considère sa base duale {X∗
1 , X

∗
2 , · · · , X∗

n}.

1.6.1 Paramétrisation des orbites coadjointes

Pour l ∈ g∗, notons encore Ωl = Ad∗(G)(l) = G · l l’orbite passant par l sous l’action

coadjointe et soit

g(l) = {X ∈ g | < l, [X, g] >= {0}}
l’algèbre de Lie du stabilisateur de l.

Définition 1.2. Position générale au sens de Pukanszky.

Un indice j ∈ {1, 2, · · · , n} est appelé indice de saut pour l si

g(l) + gj ! g(l) + gj−1.

Posons

e(l) = {j | j est un indice de saut pour l}
l’ensemble des indices de saut pour l.

On peut montrer qu’il existe deux ensembles disjoints S, T ⊂ {1, 2, . . . , n} tels que

S ∪ T = {1, 2, . . . , n} et tels que les assertions suivantes soient vérifiées : la fonction P

définie sur g∗ par

P (l) = det
(
< l, [Xi, Xj] >

)
i,j∈S

est un polynôme G-invariant sur g∗ et l’ensemble U = {l ∈ g∗ | e(l) = S} de g∗ est

obtenu par

U = {l ∈ g∗ | P (l) 6= 0}.
Donc U est un ouvert de Zariski, G-invariant, i.e., un ouvert dense de g∗ et ses éléments

sont dits en position générale ou génériques au sens de Pukanszky pour la suite

de Jordan-Hölder donnée.

Notons g∗Puk = U .
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En fait, les ensembles U et S sont définis par la condition suivante :

si on note Vj = g⊥j =< X∗
j+1, . . . , X

∗
n >, alors l ∈ U si et seulement si la dimension de

l’orbite de l (mod Vj) dans g∗/Vj est maximale pour chaque j.

On peut alors montrer que les éléments de U ont tous le même ensemble d’indices de

saut, noté S et réciproquement que chaque l admettant S comme ensemble d’indices

est dans U (voir [C-G]).

Les ensembles g∗Puk, S, T dépendent bien-sûr du choix de la suite de Jordan-Hölder.

Il existe une paramétrisation des orbites des éléments de U : soit S = {j1 < j2 < · · · <
j2d}, notons l =

n∑
i=1

liX
∗
i et identifions l avec un élément de Rn. Il existe des fonctions

Q1, Q2, . . . , Qn vérifiant :

(i) Les fonctions Qi(l, t) sont rationnelles non-singulières sur U × R2d. Pour l fixé dans

U , ce sont des polynômes en t ∈ R2d.

(ii) Pour chaque l =
n∑

i=1

liX
∗
i fixé dans U , la fonction Q(l, t) =

n∑
i=1

Qi(l, t)X
∗
i envoie

R2d difféomorphiquement sur l’orbite G · l, qui est une sous-variété fermée de g∗.

(iii) Pour l fixé, la fonction Qj(l, t) dépend uniquement des ti tels que ji ≤ j.

(iv) Si j /∈ S, alors Qj(l, t) = lj + Rj(l1, . . . , lj−1, t1, . . . , ti) où i est le plus grand indice

tel que ji < j et Rj est rationnel. De plus, Q1(l, t) = l1.

(v) Qji
(l, t) = ti.

(vi) U est G-invariant et si t ∈ R2d est fixé, chaque Qj(l, t) est une fonction rationnelle

non-singulière sur U , constante sur les G-orbites.

(vii) Pour N ∈ N suffisamment grand , les fonctions P (l)NQj(l, t) et P (l)NRj(l, t),

j ∈ {1, 2, . . . , n}, sont des polynômes. (Voir [C-G])

Remarque. Il existe autre manière de paramétriser les orbites coadjointes introduites

dans [L-Z]. Nous utiliserons cette méthode et l’adapterons aux groupes de Lie nilpotents

variables (voir chapitre 3).
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1.6.2 Formule de Plancherel

Comme ci-dessus, considérons les ensembles définis S, T = {1, . . . , n} \ S et posons

VT =
∑
j∈T

RX∗
j ⊂ g∗ et VS =

∑
j∈S

RX∗
j ⊂ g∗.

Alors g∗ = VT ⊕ VS et l’ensemble U ∩ VT est une section des orbites coadjointes en

position générale, c’est-à-dire, coupe chaque orbite coadjointe en position générale en

un seul point.

Soit µ = |Pf(l)|dl la mesure de Plancherel, .

Considérons Pf(l) le Pfaffien défini par

|Pf(l)| = (
P (l))

) 1
2 =

(
det(< l, [Xi, Xj] >)i,j∈S

) 1
2 .

Alors la mesure dµ = |Pf(l)|dl est une mesure de Plancherel sur Ĝ, qui est basée sur

VT ∩ g∗Puk. La mesure dl désigne la mesure de Lebesgue sur VT telle que le volume du

cube unité de VT soit égal à 1.

Rappelons le théorème de Plancherel :

Théorème 1.2. (i) Si G est un groupe de Lie nilpotent, dx est une mesure de Haar

fixée sur G et µ = |Pf(l)|dl la mesure de Plancherel correspondante, alors

A : L2(G) →
∫

Ĝ

HS(Hπ)dµ(π)

est une isométrie. Ici HS(Hπ) désigne les opérateurs de Hilbert-Schmidt sur Hπ. Si

f ∈ L1(G) ∩ L2(G), alors la formule précédente signifie que

Af =

∫

Ĝ

π(f)dµ(π) =

∫

VT∩g∗Puk

πl(f)|Pf(l)|dl.

(ii) Si πl(f) et πl(g) ont comme noyaux les fonctions F (l, ·, ·) et G(l, ·, ·), alors

< f, g >=

∫

VT∩g∗Puk

tr

(
πl(f)πl(g

∗)
)
|Pf(l)|dl =

∫

VT∩g∗Puk

∫

Rd

∫

Rd

F (l, x, y)G(l, x, y)|Pf(l)|dxdydl
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et

‖f‖2
2 =

∫

VT∩g∗Puk

‖πl(f)‖2
HS|Pf(l)|dl =

∫

VT∩g∗Puk

∫

Rd

∫

Rd

|F (l, x, y)|2|Pf(l)|dxdydl.

Remarque. En particulier en utilisant la formule (5.12) de la section précédente, on

obtient la relation suivante pour les normes de Hilbert-Schmidt :

‖πl(f)‖2
HS =

∫

R2

‖πl0

(
tf(s− t)

)‖2
HSdsdt



Chapitre 2
Transformation de Fourier Lp dans les

groupes de Lie fortement ∗-réguliers

2.1 Introduction

Soit G un groupe localement compact séparable unimodulaire de type I et Ĝ son dual

unitaire, l’ensemble de ses classes d’équivalence de représentations irréductibles unitaires

muni de sa structure de Borel-Mackey. Soit dg la mesure de Haar sur G. La transformée

de Fourier à valeurs opérationnelles sur G envoie chaque ϕ ∈ L1(G) dans le champ

d’opérateurs bornés, F(ϕ) = (π(ϕ))π∈Ĝ sur Ĝ, où π(ϕ) est défini par

π(ϕ) =

∫

G

ϕ(g)π(g)dg.

Soit µ la mesure de Plancherel Ĝ, qui est uniquement déterminée par la formule de

Plancherel abstraite : pour ϕ ∈ L1(G) ∩ L2(G),

∫

G

|ϕ(g)|2dg =

∫

Ĝ

tr((π(ϕ)∗π(ϕ))dµ(π).

L’inégalité de Hausdorff-Young (voir [Ku]), établie pour un groupe séparable localement

compact unimodulaire de type I, est donnée par

( ∫

Ĝ

‖π(ϕ)‖q
Cq

dµ(π)
) 1

q ≤
( ∫

G

|ϕ(g)|pdg
) 1

p
, (1.1)
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où ϕ ∈ L1(G) ∩ Lp(G), 1 < p ≤ 2, q est l’exposant conjugué de p, i.e., 1
p

+ 1
q

= 1, et

‖π(ϕ)‖q
Cq

= tr
(
(π(ϕ)∗π(ϕ))

q
2

)
.

Etant donné un champ µ−mesurable d’opérateurs bornés F sur Ĝ, posons

‖F‖q =
( ∫

Ĝ

‖F (π)‖q
Cq

dµ(π)
) 1

q .

Ainsi l’inégalité (1.1) devient

‖F(ϕ)‖q ≤ ‖ϕ‖p.

Donc l’application ϕ 7→ Fϕ de L1(G) ∩ Lp(G) dans Lq(Ĝ) s’étend en un opérateur

continu Fp : Lp(G) → Lq(Ĝ) et sa norme d’opérateur est majorée par

‖Fp(G)‖ = sup
‖ϕ‖p≤1

‖F(ϕ)‖q ≤ 1.

Il est prouvé dans [Fo], que ‖Fp(G)‖ = 1 si et seulement si G contient un sous-groupe

compact ouvert.

Dans ce chapitre nous allons donner une estimation de la norme ‖Fp(G)‖ pour une

certaine classe de groupes de Lie résolubles. Beckner [Be] a traité le cas des groupes

abéliens G = Rn et a obtenu la norme ‖Fp(Rn)‖ = An
p , où Ap =

(
p

1
p

q
1
q

) 1
2
.

De nombreux résultats ont été obtenus pour d’autres types de groupes (voir [Ba],[Be],[Fo],

[F-R],[In],[Ru1]). Récemment, ces travaux ont été généralisés dans [B-S-L] :

Théorème 2.1. Soient G un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement connexe

d’algèbre de Lie g et m la dimension des orbites coadjointes génériques. Alors pour

1 < p ≤ 2, on a :

‖Fp(G)‖ ≤ A
2dimG−m

2
p . (1.2)

Dans le cas des groupes localement compacts non-unimodulaires de type I, il existe un

champ d’opérateurs positifs auto-adjoints non nuls (Kπ)π∈Ĝ et une mesure µ sur Ĝ tels

que pour ϕ ∈ L1(G) ∩ L2(G) et pour µ−presque partout π ∈ Ĝ l’opérateur π(ϕ)K
−1
2

π

s’étend en un opérateur d’Hilbert-Schmidt sur Hπ, l’espace de π, de plus K
−1
2

π π(ϕ)K
−1
2

π

est un opérateur à trace. Alors la formule de Plancherel s’écrit (voir [D-R]) :

‖ϕ‖2
2 =

∫

Ĝ

tr
(
K

−1
2

π π(ϕ∗ ∗ ϕ)K
−1
2

π

)
dµ(π).
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En définissant la transformée de Fourier par le champ à valeurs opérationnelles suivant :

F(ϕ) =
(
π(ϕ)K

−1
q

π

)
π∈Ĝ

,

Terp [Te] et Führ [Fu] ont étendu le théorème de Hausdorff-Young dans ce cas.

Eymard, Terp [E-T] et Russo [Ru2] ont obtenu une estimation plus précise de la norme

‖Fp(G)‖ pour le groupe des transformations affines de la droite réelle, appelé le groupe

”ax+b”.

Une extension de ces résultats à une certaine classe de groupes de Lie complètement

résolubles a été donnée par Inoue : les groupes de Lie connexes, simplement connexes

G = exp g, où g est une j−algèbre normale qui est caractérisée par le fait que G est un

groupe d’automorphismes affines agissant simplement et transitivement sur un domaine

de Siegel de type II (voir [In]). On étudiera cet exemple dans la section 2.4.3.

Notre étude porte sur une classe de groupes de Lie exponentiels fortement ∗-réguliers

(voir définitions 2.1 plus loin ).

Notre résultat principal est le suivant :

Théorème 2.2. Soit G un groupe de Lie résoluble exponentiel possédant la condition

de ∗-régularité forte. Soit m la dimension maximale des orbites coadjointes.

Soient 1 < p ≤ 2 et q l’exposant conjugué de p. Alors pour tout ϕ ∈ L1(G) ∩ Lp(G)

et µ-presque toute représentation π ∈ Ĝ, l’opérateur πp(ϕ) := π(ϕ)K
−1
q

π est borné, son

extension est de classe Cq et on a l’inégalité suivante :

( ∫

Ĝ

‖πp(ϕ)‖q
Cq

dµ(π)
) 1

q ≤ A
2dimG−m

2
p ‖ϕ‖p.

2.2 Formule de Plancherel localisée

2.2.1 Plusieurs décompositions

La formule de Plancherel pour les groupes de Lie exponentiels a été obtenue par Duflo

et Rais dans [D-R].

Soit Z = exp z le centre de G. Soient A = exp a un sous-groupe fermé connexe de Z et

χψ le caractère unitaire de A associé à la forme linéaire fixée ψ ∈ a∗.
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Posons

g∗ψ = {l ∈ g∗ : l|a = ψ} et (2.3)

Ĝχψ
= {π ∈ Ĝ : π|A = χψ.Id}.

On en déduit, d’après [L-L], que l’espace des orbites g∗ψ/G est homéomorphe à Ĝχψ
via

l’application de Kirillov.

Pour 1 ≤ p < +∞, l’espace Lp(G/A, χψ) est l’ensemble des fonctions mesurables

ϕ : G → C telles que ϕ(ga) = χψ(a)ϕ(g) pour tout g ∈ G, a ∈ A et

‖ϕ‖p
Lp(G/A,χψ) =

∫

G/A

|ϕ(g)|pdg < ∞.

Pour p = 1, on obtient une ∗-algèbre de Banach pour le produit de convolution défini,

pour ϕ et ϕ′ dans L1(G/A, χψ), par :

ϕ ∗ ϕ′(g) =

∫

G/A

ϕ(u)ϕ′(u−1g)du, g ∈ G/A

et l’involution ∗ par :

f ∗(x) = ∆G(x−1)f(x−1), x ∈ G, f ∈ L1(G/A, χψ).

Naturellement l’espace Ĝχψ
est aussi l’espace dual de l’algèbre L1(G/A, χψ).

Désignons par Ωψ ∈ g∗ψ/G une orbite coadjointe dans g∗ψ et par πΩψ
∈ Ĝχψ

la représentation

correspondante de G.

D’après [Pu], il existe une fonction rationnelle non nulle ξ définie sur g∗ telle que :

ξ(x · l) = ∆G(x−1)ξ(l) pour tout x ∈ G et l ∈ g∗. (2.4)

Fixons une telle fonction ξ. Il existe une unique mesure µξ,ψ sur g∗ψ/G telle que, pour

toute fonction borélienne φ sur g∗, on a d’après [D-R]

∫

g∗ψ

φ(l)|ξ(l)|dl =

∫

g∗ψ/G

∫

Ωψ

φ(l)dβΩψ
(l)dµξ,ψ(Ωψ), (2.5)

où dβΩψ
est la mesure canonique sur Ωψ.

Alors dµξ,ψ est la mesure de Plancherel localisée sur g∗ψ/G ' Ĝχψ
.
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Rappelons le fait que, si π est une représentation irréductible de G dans l’espace de

Hilbert Hπ, alors d’après [D-M], il existe un unique opérateur auto-adjoint et positif

Kπ dans Hπ qui est semi-invariant de poids ∆−1, ce qui signifie que :

π(g)Kππ(g)−1 = ∆G(g)−1Kπ, ∀g ∈ G.

Dans le cas où π = πl,b et ∆G|B ≡ 1, Kπ n’est rien d’autre que l’opérateur de multipli-

cation par la fonction ξ̃, où ξ̃ est définie par : ξ̃(x) = ξ(x · l), ∀x ∈ G (voir [D-R]).

Alors, pour chaque φ ∈ C∞
c (G), pour presque toute orbite Ωψ ∈ g∗ψ/G, l’opérateur

K
−1
2

π πΩψ
(φ)K

−1
2

π est à trace et

tr(K
−1
2

π πΩψ
(φ)K

−1
2

π ) =

∫

Ωψ

(Γ · (φ ◦ exp))∧(l)|ξ(l)|−1dβΩψ
(l),

où Γ est une fonction positive Ad(G)-invariante sur g, qui ne dépend pas de ξ.

D’après [D-M] et [D-R] la formule de Plancherel s’écrit

‖φ‖2
2 =

∫

g∗ψ/G

tr(K
−1
2

π πΩψ
(φ∗ ∗ φ)K

−1
2

π )dµξ,ψ(Ωψ). (2.6)

D’autre part, on obtient une décomposition de la mesure de Plancherel pour une fonction

mesurable F sur Ĝ :

∫

g∗/G

F (πΩ)dµ(Ω) =

∫

a∗

∫

g∗ψ/G

F (πΩψ
)dµξ,ψ(Ωψ)dψ.

Soit a0 le noyau de ψ et A0 = exp a0.

Consiérons P : G −→ G/A0, la projection canonique et χ̄ψ̄ le caractère de A/A0 associée

à ψ̄ ∈ (a/a0)
∗, défini par la formule : χ̄ψ̄ ◦ P|A = χψ.

On en déduit que, pour 1 ≤ p < +∞

Lp(G/A,ψ) = Lp((G/A0)/(A/A0), ψ) (2.7)

et A′ = A/A0 est un sous-groupe central de G′ = exp g′ = G/A0.

Remarquons que Lq(Ĝχψ
) est isométriquement isomorphe à Lq(Ĝ′

χψ̄
), d’après la formule

de Plancherel (2.6), si q est l’exposant conjugué de p.
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2.2.2 La position générale

Supposons à présent que G n’est plus unimodulaire.

Soit G0 = exp g0 le noyau de la fonction module ∆G de G.

Alors g0 est un idéal de codimension un de g et il existe un ouvert dense g∗gen de g∗ tel

que l’orbite coadjointe d’un élément dans g∗gen est de dimension maximale et est saturée

par rapport à g0.

Les éléments dans g∗gen sont dits génériques ou en position générale.

Soit X ∈ g tel que g = g0 ⊕ RX. Soit µ0 la mesure de Plancherel de Ĝ0. Le groupe

G/G0 ' expRX agit par conjugaison sur Ĝ0. Calculons la mesure de Plancherel µ0 de

Ĝ0 à partir de µ et de l’action de G/G0 sur Ĝ0.

Soit p∗ : g∗ −→ g∗0 la projection canonique et soit l0 la restriction à g0 d’un élément

l ∈ g∗. Si l est générique, alors g(l) est un idéal de codimension un dans g0(l0) et son

orbite Ωl vérifie :

p∗(Ωl) =
⋃

t∈R
Ad∗(exp tX)Ω0

l0
,

où Ω0
l0

est la G0−orbite de l0.

Pour t ∈ R et (π0,Hπ0) ∈ Ĝ0, on définit la représentation exp(tX) · π0 sur Hπ0 par :

exp(tX) · π0(g0) = π0(exp(−tX)g0 exp(tX)) =: πt
0(g0), g0 ∈ G0.

Pour l ∈ g∗ générique, le stabilisateur g(l) est nilpotent. Donc pour ces formes linéaires

l, on a :

∆G(s) = ∆G(l)(s) = 1, pour tout s ∈ G(l) (2.8)

(voir le chapitre II dans [B-A]).

Ce qui prouve que G(l) ⊂ G0 et que les orbites coadjointes passant par ces formes l

sont saturées par rapport g0. En particulier, toute polarisation de Pukanszky p en l0
est aussi une polarisation de Pukanszky en l ∈ g∗gen.

Prenons l ∈ g∗gen et a ∈ g⊥0 . Il existe t ∈ G0(l0) ⊂ G0 tel que l + a = Ad∗(t)l et ainsi

d’après (2.8)

ξ(l + a) = ξ(Ad∗(t)l) = ∆G(t−1)ξ(l) = ξ(l). (2.9)

On peut ainsi définir une fonction ξ̌ sur les éléments génériques dans g∗0 en posant :

ξ̌(l0) := ξ(l), l ∈ g∗, l|g0 = l0. (2.10)
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Cette fonction ξ̌ est rationnelle (comme ξ l’est) et d’après (2.4), on a

ξ̌(x · l0) = ∆G(x−1)ξ̌(l0) pour tout x ∈ G et l0 ∈ g∗0. (2.11)

En particulier, la fonction ξ̌ est G0-invariante.

Soit ξ0 une fonction borélienne positive sur Ĝ0 définie par :

ξ0(πl0) := ξ̌(l0)

et soit U l’ensemble borélien de Ĝ0 défini par :

U := {π0 ∈ Ĝ0, ξ0(π0) = 1}.

Ainsi on a, pour π0 ∈ U :

ξ0(exp(tX) · π0) = ξ̌(exp(tX) · l0) = ∆−1
G (exp(tX)).

D’après Duflo et Moore (voir [D-M] Théorème 6), le sous-ensemble borélien G-invariant

U de Ĝ0 est tel que V = indU = {π = indG
G0

π0, π0 ∈ U} est un sous-ensemble mesurable

de Ĝ tel que µ(Ĝ− V ) = 0 et quelque soit la fonction mesurable φ sur U on a :

∫

Ĝ0

φ(π0)dµ0(π0) =

∫

V

∫

Ωπ0

φ(exp(tX) · π0)ξ0(exp(tX) · π0)dtdµ(π) (2.12)

où π0 ∈ U et Ωπ0 = exp(RX) · π0.

2.2.3 Cas particulier : G unimodulaire

Supposons à présent que G est unimodulaire et g0 un idéal de codimension un de g qui

contient le centre z de g.

On peut donc supposer que la fonction ξ définie par (2.4) est constante égale à 1 et les

formules se simplifient.

Soit X ∈ g \ g0. Le sous-groupe fermé G0 = exp g0 est unimodulaire et normal dans G.

D’après la théorie de Mackey (voir [K-L]), il existe un sous-ensemble borélien U ⊂ Ĝ0

tel que W = indU = {indG
G0

π0 : π0 ∈ U} est un sous-ensemble borélien de Ĝ vérifiant

µ(Ĝ−W ) = 0.
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De plus, on peut supposer que U coupe chaque orbite exp(RX) · π0, π0 ∈ U , en un seul

point π0 (voir [Ma] Théorème 3.2).

On obtient de cette manière une décomposition de la mesure de Plancherel localisée µ0
χ

de (Ĝ0)χ : pour tout sous-espace a de z, tout χ ∈ Â et toute fonction borélienne φ sur

(Ĝ0)χ : ∫

(Ĝ0)χ

φ(π0)dµ0
χ(π0) =

∫

Ĝχ

∫

R
φ(exp(tX) · π0)dtdµχ(π). (2.13)

2.3 Inégalité de type Hausdorff-Young pour les opérateurs

intégraux

Rappelons cette inégalité, due à Fournier et Russo dans [F-R].

Soient H un espace de Hilbert complexe et B(H) l’espace des opérateurs bornés sur H.

Soient X un espace de mesure σ-finie et L2(X ,H) l’espace de Hilbert des fonctions à

valeurs dans H de carré intégrables et K un opérateur intégral sur L2(X ,H) dont le

noyau à valeurs opérationnelles k est défini par :

Kη(x) =

∫

X
k(x, y)η(y)dy,

pour tout η ∈ L2(X ,H), et presque tout x ∈ X .

Posons k∗(x, y) = k(y, x), x, y ∈ X .

Pour p, q dans [1, +∞[, définissons :

‖k‖p,q =
( ∫

X
(

∫

X
‖k(x, y)‖p

Cp
dx)

q
p dy

) 1
q
.

Si 1 < p ≤ 2, q est l’exposant conjugué de p et si ‖k‖p,q et ‖k∗‖p,q sont finies, alors

l’opérateur à noyau K appartient à Cq(L
2(X ,H)) et

‖K‖Cq ≤ ‖k‖
1
2
p,q‖k∗‖

1
2
p,q. (3.14)

Remarque. Inégalité de Minkowski généralisée.

Rappelons l’inégalité de Minkowski généralisée pour les intégrales.
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Soient r ≥ 1 et deux espaces mesurés (X, µ), (Y, ν), alors pour chaque fonction mesu-

rable F : X × Y → C, on a

( ∫

X

( ∫

Y

|F (x, y)|dν(y)
)r

dν(x)
) 1

r ≤
∫

Y

( ∫

X

|F (x, y)|rdµ(x)
) 1

r
dν(y).

2.4 Estimation de la norme de la transformée de

Fourier Lp

2.4.1 Induction par un idéal de codimension un

Pour démontrer notre théorème principal, on aura besoin du lemme suivant :

Lemme 2.1. Soit G un groupe de Lie exponentiel résoluble unimodulaire. Soient A =

exp a un sous-groupe fermé du centre Z de G et χ = χψ, ψ ∈ a∗, un caractère unitaire

de A.

Soit g0 = Lie(G0) un idéal de codimension un de g tel que :

i) presque toutes les G-orbites sont saturées par rapport à g0

ii) pour 1 < p ≤ 2,

( ∫

(Ĝ0)χ

‖π0(ϕ0)‖q
Cq

dµ0
χ(π0)

) 1
q ≤ A

2dim(G0/A)−m0
ψ

2
p ‖ϕ0‖Lp(G0/A,χ),

où ϕ0 ∈ Cc(G0/A) et m0
ψ = sup

{
dim(G0 · l) ; l ∈ g∗0,ψ

}
. Alors pour 1 < p ≤ 2 ,

( ∫

Ĝχ

‖π(ϕ)‖q
Cq

dµχ(π)
) 1

q ≤ A
2dim(G/A)−mψ

2
p ‖ϕ‖Lp(G/A,χ),

où ϕ ∈ Cc(G/A) et mψ = sup
{

dim(G · l) ; l ∈ g∗ψ
}
.

Démonstration. Soient l ∈ g∗ telle que g(l) ⊂ g0 et πl ∈ Ĝ la représentation correspon-

dante. Nous savons que nous pouvons réaliser la représentation πl comme

πl = indG
G0

πl0 avec l0 = l|g0 .
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Identifions l’espace H of πl à L2(R,H0), l’espace des fonctions L2 sur R à valeurs dans

H0 par rapport à la mesure de Lebesgue dt, H0 étant l’espace de Hilbert de πl0 .

Pour ϕ ∈ Cc(G), on rappelle que le noyau kπ(ϕ) de l’opérateur π(ϕ) est donné par la

formule (5.12) :

kπl(ϕ)(t, s) = πs
l0
(ϕ(t− s, ·) ∈ B(H0), s, t ∈ R,

où πs
l0

est la représentation de G0 définie par :

πs
l0
(g0) = πl0(exp(−sX)g0 exp(sX)), g0 ∈ G0

et ϕ(t, .)(g0) = ϕ(exp(tX)g0) ∈ Cc(G0).

Calculons à présent la norme de ce noyau :

‖kπl(ϕ)‖p,q =
( ∫

R

( ∫

R
‖kπl(ϕ)(t, s)‖p

Cq
dt

) q
p
ds

) 1
q

=
( ∫

R

( ∫

R
‖πs

l0
(ϕ(t− s, .))‖p

Cq
dt

) q
p
ds

) 1
q

=
( ∫

R

( ∫

R
‖πs

l0
(ϕ(t, .))‖p

Cq
dt

) q
p
ds

) 1
q
.

Donc ∫

g∗ψ/G

‖kπl(ϕ)‖q
p,qdµψ(l) =

∫

g∗ψ/G

∫

R

( ∫

R
‖πs

l0
(ϕ(t, .))‖p

Cq
dt

) q
p
dsdµψ(l)

(en utilisant l’inégalité de Minkowski généralisée pour les mesures dt et dsdµψ(l))

≤
( ∫

R

( ∫

g∗ψ/G

∫

R
‖πs

l0
(ϕ(t, .))‖q

Cq
dsdµψ(l)

) p
q
dt

) q
p

=
( ∫

R

( ∫

g∗0,ψ/G0

‖πl0(ϕ(t, .))‖q
Cq

dµ0
ψ(l0)

) p
q
dt

) q
p

( par la formule (2.13)).

On peut maintenant utiliser les hypothèses de ce lemme et on obtient :

∫

g∗ψ/G

‖kπl(ϕ)‖q
p,qdµψ(l) ≤ A

q
2dim(G0/A)−m0

ψ
2

p

( ∫

R
‖ϕ(t, .)‖p

Lp(G0/A,χ)dt
) q

p
.

Comme les orbites sont saturées, il s’ensuit, par la formule (1.1) du chapitre 1, que

m0
ψ = mψ − 2
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et ainsi

2 dim(G0/A)−mψ0 = 2 dim(G/A)−mψ.

Donc ∫

Ĝχ

‖kπl(ϕ)‖q
p,qdµχ(π) ≤ A

q
2dim(G/A)−mψ

2
p ‖ϕ‖q

Lp(G/A).

D’après la formule (3.14) et le fait que k∗π(ϕ) = kπ(ϕ∗), on obtient :

∫

Ĝχ

‖π(ϕ)‖q
Cq

dµχ(π) ≤
∫

Ĝχ

‖kπ(ϕ)‖
q
2
p,q‖kπ(ϕ∗)‖

q
2
p,qdµχ(π)

≤
( ∫

Ĝχ

‖kπ(ϕ)‖q
p,qdµχ(π)

) 1
2
( ∫

Ĝχ

‖kπ(ϕ∗)‖q
p,qdµχ(π)

) 1
2

≤ A
q

2dimG/A−mψ
2

p ‖ϕ‖
q
2

Lp(G/A,χ) ‖ϕ∗‖
q
2

Lp(G/A,χ)

= A
q

2dimG/A−mψ
2

p ‖ϕ‖q
Lp(G/A,χ).

On en déduit enfin que :

( ∫

Ĝχ

‖π(ϕ)‖q
Cq

dµχ(π)
) 1

q ≤ A
2dimG/A−mψ

2
p ‖ϕ‖Lp(G/A,χ).

2.4.2 Les groupes de Lie fortement ∗-réguliers

Définition 2.1. Soient G un groupe de Lie exponentiel résoluble et n un idéal nilpotent

de g contenant [g, g]. Pour l ∈ g∗, considérons

g(l|n) = {X ∈ g : l([X, n]) = {0}},

m(l) = g(l) + n ⊂ d(l) = g(l|n) + n

et

m(l)∞ =
⋂

k≥0

Ck(m(l)), d(l)∞ =
⋂

k≥0

Ck(d(l)),
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où Ck(d(l)) = [d(l), Ck−1(d(l))] est le k-ième terme de la série centrale descendante de

d(l), de même pour m(l)∞.

On dit qu’un élément l ∈ g∗ est n-∗-régulier G si

< l, m(l)∞ >= {0}.

On dit qu’un élément dans g∗ est fortement n-∗-régulier si

< l, d(l)∞ >= {0}.

Un groupe de Lie exponentiel G = exp g est fortement n-∗-régulier, s’il existe un

ouvert de Zariski dans g∗ tel que chaque élément de ce sous-ensemble est fortement

n-∗-régulier.

Cette définition, introduite pour des raisons techniques (voir le Sous-cas 2-1 dans la

preuve de la Proposition 2.1), dépend du choix de n, le meilleur choix étant le nil-

radical de g :

Définition 2.2. On dit que G est fortement ∗-régulier, si n est le nil-radical de g.

Exemples 2.1.

1. Les groupes de Lie nilpotents sont fortement ∗-réguliers. Tous les groupes de Lie

exponentiels connexes, simplement connexes G tels que dim G ≤ 4 sont fortement

∗-réguliers, excepté le groupe G4,9(0), connu sous le nom de groupe de Boidol (voir

[Bo]). Cet exemple sera étudié dans la Section 4.2.

2. Les j-algèbres normales sont fortement ∗-régulières.

Rappelons tout d’abord la définition de cette classe spéciale d’algèbres et ses princi-

pales propriétés.

Définition 2.3. Soient (g, [., .]) une algèbre de Lie réelle complètement résoluble,

j : g → g un automorphisme tel que : j2 = −Id|g et ω une forme linéaire sur g.

Une j-algèbre normale est la donnée du triplet (j, g, ω) vérifiant les conditions

suivantes :

1.

[Y1, Y2] + j[Y1, jY2] + j[jY1, Y2]− [jY1, jY2] = 0, ∀ Y1, Y2 ∈ g,

2. La forme bilinéaire suivante définit un produit scalaire j-invariant sur g :

Bω(Y1, Y2) =< ω, [Y1, jY2] >, ∀ Y1, Y2 ∈ g,
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Posons G = exp g le groupe de Lie associé.

En utilisant le produit scalaire Bω, on obtient une première décomposition de g :

g = [g, g]
ω⊕

a,

où a représente le complément orthogonal de [g, g] par rapport à Bω, en particulier

c’est une sous-algèbre commutative. Notons r = dim a.

La structure des j-algèbres est contenue dans le théorème suivant :

Théorème 2.3. (Pyatetskii-Shapiro)[P-S]

1. Il existe une base {A1, . . . , Ar} de a telle que, si l’on pose El := −jAl, alors

[Ak, El] = δklEl (1 ≤ k, l ≤ r).

2. Soit {α1, . . . , αr} la base duale de {A1, . . . , Ar}. Alors les seules racines possibles

sont de la forme :

αk, αk/2 (1 ≤ k ≤ r),

(αm − αk)/2, (αm + αk)/2 (1 ≤ k < m ≤ r),

où gα = {X ∈ g; [C, X] = α(C)X, ∀ C ∈ a}.

3. Les espaces radiciels gαk
(1 ≤ k ≤ r) sont de dimension un : gαk

= REk.

4. Posons

g(0) = a
⊕ ( ⊕

1≤k<m≤r

g(αm−αk)/2

)
,

g(1/2) =
r⊕

k=1

g(αk)/2,

g(1) =
( r⊕

k=1

REk

) ⊕ ( ⊕

1≤k<m≤r

g(αm+αk)/2

)
,

alors on a la décomposition de g suivante :

g = g(0)⊕ g(1/2)⊕ g(1).

Soit l ∈ g∗ en position générale, c’est-à-dire :

∃ ε = (ε1, . . . , εr) ∈ {−1, 1}r tel que < l, Ei >= εi, i = 1, . . . , r.
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Soit n le nil-radical de g. Alors n = [g, g].

Le groupe G est fortement ∗-régulier, en effet :

g(l|n) + n ⊂ n.

Démonstration. Sinon, ∃ A ∈ a tel que A ∈ g(l|n), i.e. :

< l, [A,U ] >= 0, ∀ U ∈ n.

Soient U =
r∑

k=1

ckEk, ck ∈ R, et A =
r∑

i=1

aiAi, ai ∈ R.

< l, [A, U ] > = < l,
[ r∑

i=1

aiAi,

r∑

k=1

ckEk

]
>

=
r∑

i=1

aici < l, [Ai, Ei] >

=
r∑

i=1

aici < l, Ei >

=
r∑

i=1

aiciεi.

Or on peut trouver des réels ci tels que :
r∑

i=1

aiciεi 6= 0. Ce qui contredit l’hypothèse

de départ.

Donc g(l|n) + n ⊂ n et d(l)∞ = {0}.
Ce qui implique la ∗-régularité forte de G.

3. On peut trouver des groupes G = exp g dont les éléments génériques dans g∗ sont

∗-réguliers, mais qui ne sont pas fortement ∗-réguliers.

Un exemple est donné par le groupe G dont l’algèbre de Lie g est donnée par la base

{Z1, Z2, Z3, Z4, Z5, Z6, Z7} et les crochets suivants :

[Z1, Z3] = −Z3, [Z1, Z4] = Z4, [Z3, Z4] = Z7,

[Z2, Z5] = −Z5, [Z2, Z6] = Z6, [Z5, Z6] = Z7, [Z1, Z2] = Z7.

Ainsi on a : n =< Z3, Z4, Z5, Z6, Z7 > .
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Si l’on prend l ∈ g? en position générale, i.e., l(Z7) 6= 0, alors on obtient :

g(l) =< Z7 >, d’où (g(l) + n)∞ = {0}, ce qui signifie que l est ∗-régulier.

Cependant d(l) = g ainsi d(l)∞ = n.

On en déduit que G n’est pas fortement ∗-régulier.

Remarques. 1. L’ensemble d(l)∞ est le plus petit idéal dans d(l) tel que d(l)/d(l)∞

est nilpotent.

2. Soit n le nil-radical d’une algèbre de Lie g. Soit b un idéal de codimension un dans

g. L’intersection de n avec b est un idéal nilpotent de b qui contient [b, b].

2.4.3 Le cas unimodulaire

Supposons à présent que G unimodulaire.

Dans ce cas, on a ξ ≡ 1. Ainsi Kπ = Id et notre formule se réduit à

‖φ‖2
2 =

∫

Ĝχ

tr(πΩ(φ∗ ∗ φ))dµξ(πΩ).

Dans la suite, n désignera un idéal nilpotent contenant [g, g] et N = exp n son groupe

de Lie connexe associé.

De plus, comme notre théorème principal sera localisé, nous avons besoin d’une version

localisée de la condition de n-∗-régularité forte.

Définition 2.4. Soient A = exp a un sous-groupe fermé connexe du centre Z(G) de G

contenu dans N et ψ ∈ a∗.

On dit que G est fortement n-ψ-∗-régulier s’il existe un ouvert de Zariski dans g∗ψ
tel que :

< l, d(l)∞ >= {0}, pour chaque l dans cet ouvert.

Démontrons le résultat qui suit :

Proposition 2.1. Soit G un groupe de Lie exponentiel résoluble unimodulaire fortement

n-ψ-∗-régulier. Alors, pour 1 < p ≤ 2,

( ∫

g∗ψ/G

‖πΩψ
(ϕ)‖q

Cq
dµψ(Ωψ)

) 1
q ≤ A

2 dim G/A−mψ
2

p ‖ϕ‖Lp(G/A,χψ),

où ϕ ∈ Cc(G/A) et mψ = sup
{

dim(G · l) ; l ∈ g∗ψ
}
.



35

Démonstration. Prouvons ce résultat par récurrence sur dim(G)+dim(G/A) =: δ(G,A).

Si δ(G,A) = 1, alors G = A = R et on a le résultat d’après W. Beckner [Be], car on est

dans la situation abélienne.

Si δ(G,A) > 1, soient z(g) le centre de g, z = n∩ z(g), a0 le noyau de ψ et A0 = exp a0.

D’après [L-L] page 34, nous devons traiter les cas suivants :

Cas 1. dim z = 0.

Sous-cas 1.1. : il existe un vecteur non nul Y ∈ n et une forme linéaire réelle

non nulle α sur g tels que :

[X, Y ] = α(X)Y, ∀X ∈ g.

Sous-cas 1.2. : il existe deux vecteurs non nuls Y1, Y2 ∈ n, θ ∈ R \ {0} et une

forme linéaire réelle non nulle α sur g tels que :

[X, Y1] = α(X)(Y1 − θY2),

[X, Y2] = α(X)(θY1 + Y2), ∀X ∈ g.

Cas 2. dim z > 0.

Sous-cas 2.1. : dim a0 ≥ 1.

Sous-cas 2.2. : dim a0 = 0 et dimz ≥ 2.

Sans perte de généralité, on peut supposer que : ψ|z 6= 0.

Sous-cas 2.3. : dim a0 = 0 et dim z = 1, i.e., z = RZ.

On peut supposons que : ψ(Z) = 1.

Sous-cas 2.3.1. : il existe un vecteur non nul Y ∈ n et deux formes linéaires

réelles α, β, sur g tels que :

[X, Y ] = α(X)Y + β(X)Z, ∀X ∈ g.

Sous-cas 2.3.2. : il existe deux vecteurs non nuls Y1, Y2 ∈ g, θ ∈ R \ {0}
et trois formes linéaires réelles linéairement indépendantes non nulles

α, β1, β2, sur g tels que :

[X, Y1] = α(X)(Y1 − θY2) + β1(X)Z,

[X, Y2] = α(X)(θY1 + Y2) + β2(X)Z, ∀X ∈ g.
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Cas 3. n = {0} ou n = z.

Entamons à présent notre démonstration.

Cas 1. dim z = 0.

Sous-cas 1.1. Il existe un vecteur non nul Y ∈ g tel que :

[X, Y ] = α(X)Y,

où α est une forme linéaire réelle non nulle sur g.

Soit

g0 = kerα = {X ∈ g : [X, Y ] = 0}.
Ainsi g0 est un idéal de codimension un dans g, qui est fortement n-ψ-∗-régulier.

En effet, n est contenu dans g0, car pour chaque élément U de g, le nombre α(U) est

dans le spectre de ad(U). Soient l0 ∈ (g∗0)ψ et l une extension de l0 à g∗.

Donc on obtient :

< l0, (g0(l|n) + n)∞ >=< l, (g0(l|n) + n)∞ > ⊂ < l, d(l)∞ > .

Il s’ensuit que < l0, (g0(l|n) + n)∞ >= {0} pour presque toute forme l0 ∈ g∗0 comme

< l, (g(l|n) + n)∞ >= {0}.
D’autre part, si l(Y ) 6= 0 alors Ad∗(expRY )(l) = l + g⊥0 . Ceci implique que presque

chaque G-orbite est saturée par rapport à g0.

Ainsi, d’après le Lemme 2.1, on a le résultat escompté.

Sous-cas 1.2. Il existe deux vecteurs non nuls Y1, Y2 ∈ g, θ ∈ R \ {0} et une

forme linéaire réelle non nulle α sur g tels que :

[X, Y1] = α(X)(Y1 − θY2),

[X, Y2] = α(X)(θY1 + Y2), ∀X ∈ g.

On a donc [X, Y1 + iY2] = α(X)(1 + iθ)(Y1 + iY2) = α′(X)(Y1 + iY2) où α′ = (1 + iθ)α

est une forme linéaire complexe non nulle.

Posons g0 = kerα = kerα′ et G0 = exp g0.
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Ainsi g0 est un idéal de g de codimension un et donc G0 un sous-groupe normal unimo-

dulaire de G. De plus, g0 vérifie la condition de n-ψ-∗-régularité forte car, comme dans

le Sous-cas 1.1, n ⊂ g0.

Pour terminer ce cas, nous devons prouver la saturation des orbites par rapport g0. Soit

m = RY1 ⊕ RY2. Si l|m 6= 0, alors

Ad∗(exp(m))l = l + g⊥0 .

En effet, soit X ∈ g tel que : g = g0 ⊕ RX et uY1 + vY2 ∈ m.

On a donc

[X, uY1 + vY2] = u[X, Y1] + v[X,Y2] = α(X)((u + vθ)Y1 + (v − uθ)Y2).

On peut choisir u, v ∈ R tels que : [X, uY1 + vY2] 6= 0. D’où

Ad∗(exp(uY1 + vY2))(l)(X) = l(ead(−uY1−vY2)X)

= l(X + [−uY1 − vY2, X])

= l(X) + α(X)l((u + vθ)Y1 + (v − uθ)Y2).

Comme l|m 6= 0, on en déduit que Ad∗(exp(RY1 + RY2))l = l + g⊥0 .

Finalement, on peut conclure ce cas en utilisant le Lemme 2.1.

Cas 2. Supposons que dim z ≥ 1.

Posons, comme précédemment, a0 le noyau de ψ et A0 = exp a0. Les deux sous-cas

suivants se traitent de la manière que dans [B-S-L] en faisant quelques petits change-

ments :

Sous-cas 2.1. Supposons que dim a0 ≥ 1.

Posons A′ = A/A0, G′ = G/G0 et g′ =Lie(G′), alors A′ est un sous-groupe central de

G′.

De plus, n/a0 est idéal nilpotent de g′ qui contient [g/a0, g/a0].

Il est facile de voir que G′ est aussi fortement n/a0-ψ-∗-régulier. On peut appliquer

l’hypothèse de récurrence à (G′, A′) on obtient :

( ∫

g′∗̄
ψ

/G′
‖πΩ′̄

ψ
(ϕ̄)‖q

Cq
dµψ̄(Ω′̄

ψ)
) 1

q ≤ A
2dim(G′/A′)−mψ̄

2
p ‖ϕ̄‖Lp(G′/A′,χψ̄), ϕ̄ ∈ Cc(G

′/A′),
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où ψ̄ ◦ p|a = ψ et

mψ̄ = sup
{

dim((G/A0) · φ) ; φ ∈ ψ̄ + (a/a0)
⊥,g/a0

}
= mψ, comme ψ|a0 = 0.

De plus, on a

Lq(Ĝχψ
) = Lq( ̂(G/A0)χψ̄

), Lp(G/A, χψ) = Lp((G/A0)/(A/A0), χψ̄) (voir 2.7).

On en déduit que

( ∫

g∗ψ/G

‖πΩψ
(ϕ)‖q

Cq
dµψ(Ωψ)

) 1
q ≤ A

2 dim(G/A)−mψ
2

p ‖ϕ‖Lp(G/A,χψ).

Remarque. En général, si l’on prend n comme étant le nil-radical de g, n/a0 n’est pas

le nil-radical de g/a0. C’est pourquoi nous avons dû introduire la n-∗-régularité avec n

un idéal nilpotent de g contenant [g, g].

Sous-cas 2.2. Supposons que dim a0 = 0 et dim z ≥ 2. Soient

z∗ψ = {α ∈ z∗| α|a = ψ}.

L’hypothèse de récurrence appliquée à (G,Z) nous donne

( ∫

g∗α/G

‖πΩα(ϕ)‖q
Cq

dµα(Ωα)
) 1

q ≤ A
2dim(G/Z)−mα

2
p ‖ϕ‖Lp(G/Z,χα),

pour tout ϕ ∈ Cc(G/Z) et α ∈ z∗ψ.

On a mα = sup
{

dim(Ad∗(G)l) ; l ∈ α + z⊥
}

. Il est facile de montrer qu’il existe un

ouvert de Zariski dans z∗ψ, tel que mα = mψ pour chaque α dans cet ensemble.

Définissons à présent la transformée de Fourier euclidienne partielle ϕ̂, associée à α ∈ z∗α,

sur Z/A par :

ϕ̂(α)(g) =

∫

z/a

e−2iπ(α)(X)ϕ(g exp X)dX, ∀g ∈ G/A.
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Pour π associée à une orbite dans g∗α/G, on a :

π(ϕ) =

∫

G/A

ϕ(g)π(g)dg =

∫

G/Z

∫

Z/A

ϕ(gz)π(g)χα(z)dzdg

=

∫

G/Z

π(g)ϕ̂(α)(g)dg = π(ϕ̂(α)).

Ainsi on obtient

∫

g∗ψ/G

‖πΩψ
(ϕ)‖q

Cq
dµψ(Ωψ) =

∫

z∗ψ

∫

g∗α/G

‖πΩα(ϕ̂(α))‖q
Cq

dµα(Ωα)dα

(par hypothèse de récurrence)

≤ A
q

2dim(G/Z)−mψ
2

p

∫

z∗ψ

‖ϕ̂(α)‖q
Lp(G/Z,χα)dα

= A
q

2dim(G/Z)−mψ
2

p

∫

z∗ψ

( ∫

G/Z

|ϕ̂(α)(g)|pdg
) q

p
dα

(par l’inégalité de Minkowski généralisée)

≤ A
q

2dim(G/Z)−mψ
2

p

( ∫

G/Z

( ∫

z∗ψ

|ϕ̂(α)(g)|qdα
) p

q
dg

) q
p

(par le résultat de Beckner pour Rk avec k = dim(Z/A))

≤ A
q

2dim(G/Z)−mψ
2

p Aqdim(Z/A)
p

( ∫

G/Z

‖ϕ(g, .)‖p
Lp(Z/A,χψ)dg

) q
p

= A
q

2dim(G/A)−mψ
2

p ‖ϕ‖q
Lp(G/A,χψ).

Sous-cas 2.3. Supposons que dima0 = 0 et dim z = 1. Soit z = RZ.

On peut de plus supposer que ψ(Z) = 1.
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Sous-cas 2.3.1. Il existe un vecteur non nul Y ∈ g et deux formes linéaires

réelles α, β, sur g tels que :

pour tout X ∈ g, [X, Y ] = α(X)Y + β(X)Z,

où α et β sont deux formes linéaires sur g.

Nous devons traiter les sous-cas suivants :

A. α et β sont linéairement indépendantes.

Soit

gα = kerα = {X ∈ g : [X, Y ] = β(X)Z}.
Le sous-espace gα est un idéal de codimension un de g et le sous-groupe correspondant

Gα = exp gα est un sous-groupe normal unimodulaire de G.

Il vérifie aussi la condition de n-ψ-∗-régularité forte.

En effet, il est clair que n ⊂ gα.

Ainsi comme gα(l|n) ⊂ g(l|n), on obtient que (gα(l|n) + n)∞ ⊂ d(l)∞.

D’où

< l|gα , (gα(l|n) + n)∞ >= {0}.
D’autre part, les G-orbites génériques sont saturées par rapport à gα, i.e., g(l) ⊂ gα.

En effet, soit T ∈ g(l). Posons

gβ = kerβ = {X ∈ g : [X, Y ] = α(X)Y }.

Comme α and β sont linéairement indépendantes, on a la décomposition de g suivante :

g = (gα ∩ gβ)⊕ RX1 ⊕ RX2 avec X1 ∈ gα \ gβ et X2 ∈ gβ \ gα.

Comme [X1, Y ] = β(X1)Z et [X2, Y ] = α(X2)Y , on peut supposer que α(X2) =

β(X1) = 1.

Si T ∈ g, il existe γ, δ ∈ R et U0 ∈ gα ∩ gβ tels que T = γX1 + δX2 + U0. On en déduit

que [T, Y ] = γZ + δY et nous devons montrer que δ = 0.

Supposons par l’absurde que β 6= 0. Montrons que Z ∈ d(l)∞.

Remarquons tout d’abord que Z ∈ [g, g] ⊂ n + g(l|n) = C0(d(l)).
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Comme T ∈ g(l) ⊂ g(l|n), on a : [T, Y ] ∈ C1(d(l)). Ceci implique que [X1, [T, Y ]] =

δZ ∈ C1(d(l)) et ainsi Z ∈ C1(d(l)).

Etant donné que [T, Y ] = γZ + δY ∈ C1(d(l)) et Z ∈ C1(d(l)), on obtient que Y ∈
C1(d(l)).

Soit k un entier positif. Comme adk(T )(Y ) ∈ Ck(d(l)), on en déduit que

[X1, adk(T )(Y )] = δk+1Z ∈ Ck(d(l)).

D’où Z ∈ Ck(d(l)) pour tout k > 0, et donc Z ∈ d(l)∞.

La n-∗-régularité forte implique que l(Z) = 0, ce qui contredit le fait que l est générique.

Donc δ = 0, T est un élément de gβ et G · l est saturée par rapport à gα.

Le Lemme 2.1 permet d’achever la preuve de ce cas.

B. Supposons que α = 0 et β 6= 0.

Pour tout X ∈ g, on peut écrire que

[X,Y ] = β(X)Z.

Le sous-espace gβ = {X ∈ g : [X,Y ] = 0} = C(Y ) est un idéal de codimension un

dans g, où C(Y ) est le centralisateur de Y dans g et Gβ = exp gβ est un sous-groupe

normal unimodulaire de G.

Soient nβ = n ∩ gβ. D’après la Remarque(b) dans la section 2.4.2, nβ est un idéal

nilpotent de gβ contenant [gβ, gβ].

B1. Supposons que n ⊂ gβ, ce qui signifie que nβ = n ∩ gβ = n.

Prenons l̃ ∈ g∗β et l une extension de l̃ à g∗, alors

gβ(l̃|nβ
) + nβ ⊂ g(l|n) + n,

d’où (
gβ(l̃|nβ

) + nβ

)∞ ⊂ d(l)∞.

Ceci prouve que gβ possède la nβ-ψ-∗-régularité forte et on vérifie facilement que les

orbites génériques sont saturées par rapport à gβ, car Ad∗(expRY )(l) = l + g⊥β .

On peut appliquer de nouveau le Lemme 2.1.
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B2. Supposons que n 6⊂ gβ. On a nβ = n ∩ gβ. Soient l̃ ∈ g∗β et l une extension de l̃ à

g∗. On en déduit que

gβ(l̃|nβ
) ⊂ g(l|n) + RY.

En effet, comme β 6= 0, il existe un élément X de n tel que [Y, X] = Z. Soit U un

élément de gβ(l|nβ
). Si l([U,X]) = 0, alors U ∈ g(l|n), sinon prenons l([U,X]) = δ 6= 0.

Pour λ ∈ R,

l([U + λY,X]) = l([U,X]) + λl([Y,X]) = δ + λl(Z).

Ainsi on peut choisir λ tel que l([U + λY, X]) = 0. Comme Y est un élément gβ, on en

déduit que U + λY ∈ g(l|n) + RY , d’où

U ∈ g(l|n) + RY.

Ceci implique que, pour U,U ′ ∈ gβ(l̃|nβ
) et N, N ′ ∈ nβ, on peut choisir λ et λ′ dans R

tels que :

[U + N,U ′ + N ′] = [U + λY + N, U ′ + λ′Y + N ′]

∈ [g(l|n) + n, g(l|n) + n] = C1(g(l|n) + n).

On conclut immédiatement que

(
gβ(l|nβ

) + nβ

)∞ ⊂ d(l)∞.

Ainsi la nβ-ψ-∗-régularité forte de gβ est vérifiée. Comme la saturation des orbites

génériques est claire, le Lemme 2.1 nous donne le résultat.

C. α, β sont linéairement dépendantes et α 6= 0.

Il existe δ ∈ R tel que β = δα.

Alors, pour tout X ∈ g, [X, Y ] = α(X)(Y + δZ),

d’où [X, Y + δZ] = α(X)(Y + δZ).

Soit

g0 = {A ∈ g : [A, Y + δZ] = 0} = kerα.

Et on est dans la même situation que dans le Sous-cas 1.1.

Sous-cas 2.3.2. Il existe deux vecteurs non nuls Y1, Y2 ∈ g, θ ∈ R \ {0} et

trois formes linéaires réelles non nulles linéairement indépendantes α, β1, β2, sur g tels
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que :

[X, Y1] = α(X)(Y1 − θY2) + β1(X)Z,

[X, Y2] = α(X)(θY1 + Y2) + β2(X)Z, ∀X ∈ g.

Soient β = β1 + iβ2 et α′ = α(1 + iθ). Alors on a que

[X, Y1 + iY2] = α′(X)(Y1 + iY2) + β(X)Z.

D’autre part, on peut facilement construire X1, X2, S ∈ g tels que :

α(S) = 1, i.e., [S, Y1] = Y1 − θY2,

β(S) = 0, i.e., [S, Y2] = θY1 + Y2,

d’où [S, Y1 + iY2] = Y1 + iY2 et

α(X1) = α(X2) = 0, β(X1) = β(X2) = 1,

[Xj, Yk] = δjkZ, 1 ≤ j, k ≤ 2.

Soient

gα = kerα = {X ∈ g : [X,Y1 + iY2] = β(X)Z}
et Gα = exp gα.

Le sous-espace gα est un idéal de codimension un dans g et Gα est un sous-groupe

normal unimodulaire de G. Comme n ⊂ gα, la n-ψ-∗-régularité forte est satisfaite. De

plus, les orbites génériques sont saturées par rapport à gα. En effet, soit T ∈ g(l), on doit

montrer que T ∈ gα. Etant donné que l(Z) 6= 0, on peut supposer que l(Y1) = l(Y2) = 0.

Soit gβ = Ker β = {X ∈ g : [X, Y1 + iY2] = α′(X)(Y1 + iY2)}.
On en déduit que

g = (gα ∩ gβ)⊕ RX1 ⊕ RX2 ⊕ RS.

Ainsi il existe γ1, γ2, γ3 ∈ R et U0 ∈ gα ∩ gβ tels que T = γ1X1 + γ2X2 + γ3S + U0.

Comme T ∈ g(l), on a que

l([T, Y1]) = l([γ1X1 + γ2X2 + γ3S + U0, Y1]) = γ1l(Z) + γ3l(Y1 − θY2) = 0

et

l([T, Y2]) = l([γ1X1 + γ2X2 + γ3S + U0, Y2]) = γ2l(Z) + γ3l(θY1 + Y2) = 0.
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Rappelons que l(Y1) = l(Y2) = 0 et l(Z) 6= 0, donc γ1 = γ2 = 0. D’où, T = U0 + γ3S.

Montrons que γ3 = 0. Sinon, prouvons que Z ∈ (d((l))∞ ce qui est absurde.

Tout d’abord nous avons que Y1, Y2 ∈ [g, g] ⊂ C0(d((l)), car [S, Y1] = Y1 − θY2 et

[S, Y2] = θY1 + Y2. A présent, supposons que Y1, Y2 ∈ Ck(d((l)).

Alors,

[T, Y1] = [U0 + γ3S, Y1] = γ3(Y1 − θY2) ∈ Ck+1(d((l))

et

[T, Y2] = [U0 + γ3S, Y2] = γ3(θY1 + Y2) ∈ Ck+1(d((l)),

Ce qui implique que Y1, Y2 ∈ Ck+1(d(l)).

On obtient par récurrence :

Y1, Y2 ∈ Ck(d(l)), pour tout k ≥ 0.

Donc on en déduit que :

[X1, Y1] = Z ∈ Ck(d(l)), pour tout k ≥ 0

et que Z ∈ d(l)∞. Finalement, grâce au Lemme 2.1, on a le résultat.

Cas 3.

Sous-cas 3.1. n = {0}.
Dans ce cas, [g, g] = {0} et g est commutative. Et on utilise le résultat classique.

Sous-cas 3.2. n = z.

On a [g, g] = {0} = z, donc g est une algèbre de Lie nilpotente de pas 2 et on obtient

le résultat d’après [B-S-L].

En prenant n le nil-radical de g et A = {e} dans la Proposition 2.1, on obtient le

corollaire suivant :

Corollaire 2.1. Soit G un groupe de Lie exponentiel résoluble fortement ∗-régulier

unimodulaire. Alors, pour 1 < p ≤ 2,

( ∫

Ĝ

‖π(ϕ)‖q
Cq

dµ(π)
) 1

q ≤ A
2dimG−m

2
p ‖ϕ‖p,
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où ϕ ∈ Cc(G) et m la dimension maximale des orbites coadjointes.

2.4.4 Théorème principal

Théorème 2.4. Soit G un groupe de Lie exponentiel résoluble vérifiant la condition de

∗-régularité forte. Soit m la dimension maximale des orbites coadjointes.

Soient 1 < p ≤ 2 et q =
p

p− 1
. Alors, pour tout ϕ ∈ L1(G) ∩ Lp(G) et pour µ-presque

tout π ∈ Ĝ, l’opérateur πp(ϕ) := π(ϕ)K
−1
q

π est borné, son extension est de classe Cq et

satisfait l’inégalité suivante :

( ∫

Ĝ

‖πp(ϕ)‖q
Cq

dµ(π)
) 1

q ≤ A
2dimG−m

2
p ‖ϕ‖p.

Démonstration. Soit G un groupe de Lie exponentiel résoluble non unimodulaire vérifiant

la condition de ∗-régularité forte d’algèbre de Lie g.

Soit G0 le noyau de la fonction module de G. Alors G0 est un sous-groupe fermé uni-

modulaire de G.

Comme génériquement, g(l) est nilpotente, on peut supposer que pour tout π ∈ V on

peut écrire π = indG
G0

π0 pour une certaine représentation π0 ∈ U (voir la section 2.2.2

pour les notations).

Tout d’abord démontrons un lemme qui sera utile dans la suite de notre preuve.

Lemme 2.2. Soient π ∈ V et π = IndG
G0

π0. Pour ϕ ∈ L1(G) ∩ Lp(G), π(ϕ)K
−1
q

π est

un opérateur intégral sur L2(R,Hπ0) dont le noyau à valeurs opérationnelles kπ(ϕ) est

défini par :

π(ϕ)K
−1
q

π η(s) =

∫

R
kπ(ϕ)(s, t)η(t)dt,

où kπ(ϕ)(s, t) = πt
0(ϕ

s−t)∆
1
q (exp tX) et ϕs−t(g0) = ϕ(exp(s− t)Xg0).

Démonstration. Nous utilisons les notations de la Section 2.2.

Pour g = exp(tX)g0 et η ∈ L2(R,Hπ0), on obtient :

π(exp(tX)g0)K
−1
q

π η(s) = K
−1
q

π η(g−1
0 exp(s− t)X)

= ∆
1
q

G(exp(s− t)X)η(g−1
0 exp(s− t)X)

= ∆
1
q

G(exp(s− t)X)η(exp(s− t)X exp(t− s)Xg−1
0 exp(s− t)X)
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= ∆
1
q

G(exp(s− t)X)π0(exp((t− s)X)g0 exp((s− t)X))η(s− t)

= ∆
1
q

G(exp(s− t)X)πs−t
0 (g0)η(s− t).

D’autre part, nous avons que

π(ϕ)K
−1
q

π η(s) =

∫

G

ϕ(g)π(g)K
−1
q

π η(s)dg

=

∫

R

∫

G0

ϕ(exp(tX)g0)π(exp(tX)g0)K
−1
q

π η(s)dg0dt

(en utilisant les calculs précédents)

=

∫

R

∫

G0

ϕ(exp(tX)g0)π
s−t
0 (g0)η(s− t)∆

1
q

G(exp(s− t)X)dg0dt

=

∫

R

∫

G0

ϕ(exp(s− t)Xg0)π
t
0(g0)η(t)∆

1
q

G(exp tX)dg0dt

=

∫

R
πt

0(ϕ
s−t)∆

1
q

G(exp tX)η(t)dt.

Nous devons utiliser l’inégalité (3.14) pour estimer la norme ‖π(ϕ)K
−1
q

π ‖Cq .

Calculons la norme ‖kπ(ϕ)‖p,q :

‖kπ(ϕ)‖p,q =
( ∫

R

( ∫

R
‖kπ(ϕ)(s, t)‖p

Cq
ds

) q
p
dt

) 1
q

=
( ∫

R

( ∫

R
‖πt

0(ϕ
s−t)∆

1
q

G(exp tX)‖p
Cq

ds
) q

p
dt

) 1
q

=
( ∫

R

( ∫

R
‖πt

0(ϕ
s)‖p

Cq
ds

) q
p
∆G(exp tX)dt

) 1
q
.

On en déduit que

∫

Ĝ

‖kπ(ϕ)‖q
p,q dµ(π) =

∫

Ĝ

∫

R

( ∫

R
‖πt

0(ϕ
s)‖p

Cq
ds

) q
p
∆G(exp tX)dtdµ(π)
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(en appliquant l’inégalité de Minkowski généralisée aux mesures ∆G(exp tX)dtdµ et ds)

≤
( ∫

R

( ∫

Ĝ

∫

R
‖πt

0(ϕ
s)‖q

Cq
∆G(exp tX)dtdµ(π)

) p
q
ds

) q
p

≤
( ∫

R

( ∫

Ĝ

∫

R
‖πt

0(ϕ
s)‖q

Cq
ξ0(exp tX · π0)dtdµ(π)

) p
q
ds

) q
p

=
( ∫

R

( ∫

Ĝ0

‖π0(ϕ
s)‖q

Cq
dµ0(π0)

) p
q
ds

) q
p

(par le formule (2.12) de désintégration de la mesure )

≤
( ∫

R
A

p
2dimG0−(m−2)

2
p ‖ϕs‖p

pds
) q

p

(en utilisant la Proposition 2.1 pour G0).

Donc ∫

Ĝ

‖kπ(ϕ)‖q
p,q dµ(π) ≤ A

q 2dimG−m
2

p ‖ϕ‖q
p.

Comme la norme ‖kπ(ϕ)‖p,q est finie pour µ-presque toute représentation π, il s’ensuit

d’après [F-R], que pour µ-presque toute représentation π ∈ Ĝ, π(ϕ)K
−1
q

π est bornée et

son extension est de classe Cq sur Hπ.

Finalement, d’après la Remarque 2.3.2 dans [In], on a

(π(ϕ)K
−1
q

π )∗ = π(ϕ∗(p))K
−1
q

π ,

où

ϕ∗(p)(g) = ∆
−1
p (g)ϕ(g−1).

En utilisant (3.14), on obtient :

∫

Ĝ

‖π(ϕ)‖q
Cq

dµ(π) ≤
∫

Ĝ

‖kπ(ϕ)‖
q
2
p,q‖kπ(ϕ∗(p))‖

q
2
p,qdµ(π)

≤
( ∫

Ĝ

‖kπ(ϕ)‖q
p,qdµ(π)

) 1
2
( ∫

Ĝ

‖kπ(ϕ∗(p))‖q
p,qdµ(π)

) 1
2

≤ A
q 2dimG−m

2
p ‖ϕ‖

q
2
p ‖ϕ∗(p)‖

q
2
p

= A
q 2dimG−m

2
p ‖ϕ‖q

p.
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Remarque. Le théorème précédent montre que l’application ϕ → π(ϕ)K
−1
q

π s’étend en

un opérateur continu Fp : Lp(G) → Lq(Ĝ) et sa norme vérifie ‖Fp(G)‖ ≤ A
2dimG−m

2
p .

2.5 Exemples

2.5.1 Un exemple fortement ∗-régulier

Considérons l’algèbre de Lie g =< A,X, Y, Z,B, V > munie des crochets de Lie non

nuls suivants :

[A, B] = V, [A,X] = −X, [A, Y ] = Y, [X,Y ] = Z,

et dont la base duale est {A∗, X∗, Y ∗, Z∗, B∗, V ∗}.
On identifie le groupe de Lie exponentiel associé à g avec R6 muni de la multiplication :

(a, x, y, z, b, v)·(a′, x′, y′, z′, b′, v′) = (a+a′, x′+xea′ , y′+ye−a′ , z+z′−x′ye−a′ , b+b′, v+v′−ba′),

et de l’inversion :

(a, x, y, z, b, v)−1 = (−a, −xe−a,−yea,−z − xy,−b,−v − ba).

La mesure de Haar sur G est donnée par dadxdydzdbdv et G est unimodulaire.

Le groupe G est fortement ∗-régulier.

En effet, soit l ∈ g∗ en position générale, i.e., l(V ) 6= 0 and l(Z) 6= 0. Alors l’orbite

coadjointe de l contient un élément l′ de la forme l′ = λZ∗+µV ∗ avec (λ, µ) ∈ R∗×R∗.
Le nil-radical n de g est engendré par {X, Y, Z, B, V } et on a g(l) =< V, Z >,

g(l|n) =< B, V, Z >, g(l|n) + n = n et ainsi d(l)∞ = {0}.
On en déduit que < l, d(l)∞ >= {0}.

La sous-algèbre b(l) =< Y, Z, B, V > est une polarisation de Pukanszky en l = λZ∗ +

µV ∗, (λ, µ) ∈ R∗ × R∗ et B(l) = exp b(l).

Donc B(l) est unimodulaire et ∆B(l),G ≡ 1.



49

Soit χl le caractère unitaire de B(l) défini par :

χl(exp A) = e−2πil(A), pour tout A ∈ b(l).

La représentation induite πl = πλ,µ = indG
B(l)χl, de G est irréductible .

La mesure de Plancherel sur Ĝ est identifiée à la mesure |λ||µ|dλdµ sur R∗×R∗. Donc,

pour ϕ ∈ L1(G) ∩ L2(G), la formule de Plancherel est donnée par :

∫

R∗

∫

R∗
‖πλ,µ(ϕ)‖2

C2
|λ||µ|dλdµ = ‖ϕ‖2

L2(R6).

On a, pour ξ ∈ Hπλ,µ
et ϕ ∈ Cc(G), que

πλ,µ(ϕ)ξ(g) =

∫

R6

ϕ(a, x, y, z, b, v)πλ,µ(a, x, y, z, b, v)ξ(g)dtdxdydz.

Calculons le noyau kϕ de l’opérateur πλ,µ(ϕ) en utilisant la formule 5.8 du chapitre 1.

Soient

g = (a, x, 0, 0, 0, 0) ∈ G/B(l), h = (0, 0, y, z, b, v) ∈ B(l),

u−1 = (−a′,−x′e−a′ , 0, 0, 0, 0) ∈ G/B(l),

alors

ghu−1 = ( a− a′, (x− x′)e−a′ , yea′ , z + x′y, b, v − ba′ )

et

kϕ(g, u) = kϕ((a, x), (a′, x′))

=

∫

R4

ϕ(a− a′, (x− x′)e−a′ , yea′ , z + x′y, b, v − ba′)e−iλze−iµvdydzdbdv

=

∫

R4

ϕ(a− a′, (x− x′)e−a′ , y, z + x′yea′ , b, v − ba′)e−iλze−iµve−a′dydzdbdv

=

∫

R4

ϕ(a− a′, (x− x′)e−a′ , y, z, b, v)e−iλ(z−x′ea′y)e−iµ(v+ba′)e−a′dydzdbdv.

Donc

kϕ((a, x), (a′, x′)) = ϕ̂ (a−a′, (x−x′)e−a′ , . , . , . , . )(−x′e−a′λ, λ, a′µ, µ )e−a′ , (a, x), (a′, x′) ∈ R2,
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où ϕ̂ est la transformée de Fourier partielle dans les quatre dernières variables.

D’après la Proposition 2.1, on en déduit que

∫

R2

‖kϕ‖q
p,q|λ||µ|dλdµ ≤ A4q

p ‖ϕ‖q
p.

On peut le vérifier par le calcul.

∫

R2

‖kϕ‖q
p,q|λ||µ|dλdµ

=

∫

R2

∫

R2

( ∫

R2

|ϕ̂ (a−a′, (x−x′)e−a′ , . , . , . , . )(−x′e−a′λ, λ, a′µ, µ)e−a′|pdadx
) q

p
da′dx′|λ||µ|dλdµ

=

∫

R2

∫

R2

( ∫

R2

|ϕ̂ (a, x, . , . , . , . )(−x′e−a′λ, λ, a′µ, µ)e
−a′

q |pdadx
) q

p
da′dx′|λ||µ|dλdµ

(par l’inégalité de Minkowski généralisée)

≤
( ∫

R2

( ∫

R2

∫

R2

|ϕ̂ (a, x, . , . , . , . )(−x′e−a′λ, λ, a′µ, µ )|qe−a′da′dx′|λ||µ|dλdµ
) p

q
dadx

) q
p

≤
( ∫

R2

( ∫

R2

∫

R2

|ϕ̂ (a, x, . , . , . , . )(x′, λ, a′, µ)|qda′dx′dλdµ
) p

q
dadx

) q
p

( par le résultat de Beckner )

≤ A4q
p

( ∫

R2

‖ϕ (a, x, . , . , . , . )‖p
pdadx

) q
p
, où Ap =

(p
1
p

q
1
q

) 1
2
.

Donc ∫

R2

‖kϕ‖q
p,q|λ||µ|dλdµ ≤ A4q

p ‖ϕ‖q
p.

2.5.2 Le groupe de Boidol

Dans cet exemple, on a affaire à un groupe qui n’est pas fortement ∗-régulier. On va

voir que les méthodes utilisées ne peuvent donner une estimation de la transformée de

Fourier Lp.
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Soit g =< T, X, Y, Z > munie des crochets de Lie suivants :

[X,Y ] = Z, [T, Y ] = Y, [T, X] = −X.

Soit {T ∗, X∗, Y ∗, Z∗} la base duale de g. On identifie le groupe G = exp g avec R4 et sa

multiplication est donnée par :

(t, x, y, z) · (t′, x′, y′, z′) = (t + t′, x′ + xet′ , y′ + ye−t′ , z + z′ − yx′e−t′)

et l’inversion :

(t, x, y, z)−1 = (−t,−xe−t,−yet,−xy − z).

La mesure de Haar dans G est donnée par dtdxdydz et la fonction module ∆ est

identiquement égale à 1. Les G-orbites en position générale sont paramétrées par λZ∗+
µT ∗, (λ, µ) ∈ R∗×R. La mesure de Plancherel sur Ĝ est identifiée à la mesure |λ|dλdµ

sur R∗ × R.

Donc, pour ϕ ∈ L1(G) ∩ L2(G), la formule de Plancherel est décrite par :

∫

R

∫

R∗
‖πλZ∗+µT ∗(ϕ)‖2

C2
|λ|dλdµ = ‖ϕ‖2

L2(R4).

Le groupe G ne possède pas la ∗-régularité forte.

En effet, si l’on prend l = λZ∗ + µT ∗ (λ 6= 0), alors

g(l|n) =< Z, T >, g(l|n) + n = g et (g(l|n) + n)∞ = n.

Ceci implique que < l, (g(l) + n)∞ >6= {0}.

La sous-algèbre b(l) =< T, Y, Z > est une polarisation de Pukanszky en l = λZ∗ +

µT ∗, (λ, µ) ∈ R∗ × R. Donc B(l) = exp b(l) est non unimodulaire et on obtient :

∆B(l)(t, y, z) = ∆B(l),G(t, y, z) = e−t, pour t, y, z ∈ R.

Soit χl le caractère de B(l) défini par :

χl( exp A) = e−2iπl(A), pour tout A ∈ b(l).

La représentation induite πl = πλ,µ = indG
B(l)χl, de G est irréductible et agit sur L2(R)
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par :

πλ,µ(t, x, y, z)ξ(a) = e2iπ(λ(xy+z−ayet)+µt)e
t
2 ξ(aet − x), pour tout ξ ∈ L2(R) et a ∈ R.

Pour ϕ ∈ Cc(G), le noyau kϕ de l’ opérateur πλ,µ est donné par :

kϕ(x, a) =

∫

R3

ϕ(t, aet − x, y, z)e
t
2 e2iπ(λ(z−xy)+µt)dtdydz, x, a ∈ R.

Essayons de donner une estimation de la norme ‖Fp(G)‖.

Comme (kϕ)∗ = kϕ∗ , on a

∫

R2

‖πλ,µ(ϕ)‖q
Cq
|λ|dλdµ ≤

∫

R2

‖kϕ‖
q
2
p,q ‖kϕ∗‖

q
2
p,q|λ|dλdµ

≤
( ∫

R2

‖kϕ‖q
p,q|λ|dλdµ

) 1
2
( ∫

R2

‖kϕ∗‖q
p,q|λ|dλdµ

) 1
2
.

Comme la dimension des orbites génériques est 2, on aimerait avoir :

∫

R2

‖kϕ‖q
p,q|λ|dλdµ ≤ A3q

p ‖ϕ‖q
p.

Malheureusement,

∫

R2

‖kϕ‖q
p,q|λ|dλdµ =

∫

R2

∫

R

( ∫

R
|kϕ(a, x)|pda

) q
p
dx|λ|dλdµ

=

∫

R3

( ∫

R
|
∫

R3

ϕ(t, aet − x, y, z)e
t
2 e2iπ(λ(z−xy)+µt)dtdydz|pda

) q
p
dx|λ|dλdµ

=

∫

R3

( ∫

R
|
∫

R
ϕ̂(t, aet − x, ·, ·)(λ,−λx)e

t
2 e2iπµtdt|pda

) q
p
dx|λ|dλdµ

(on considère la fonction ζa,x(t) = ϕ̂(t, aet − x, ·, ·)(λ,−λx)e
t
2 )

=

∫

R3

( ∫

R
|ζ̂a,x(µ)|pda

) q
p
dx|λ|dλdµ

≤
∫

R2

( ∫

R

( ∫

R
|ζ̂a,x(µ)|qdµ

) p
q
da

) q
p
dx|λ|dλ
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(d’après l’inégalité de Minkowski généralisée)

≤ Aq
p

∫

R2

( ∫

R2

|ζa,x(t)|pdtda
) q

p
dx|λ|dλ

(d’après le résultat de Beckner pour R)

= Aq
p

∫

R2

( ∫

R2

|ϕ̂(t, aet − x, ·, ·)(λ,−λx)|pe pt
2 dtda

) q
p
dx|λ|dλ

= Aq
p

∫

R2

( ∫

R2

|ϕ̂(t, a, ·, ·)(λ,−λx)|pe( p
2
−1)tdtda

) q
p
dx|λ|dλ

≤ Aq
p

( ∫

R2

( ∫

R2

|ϕ̂(t, a, ·, ·)(λ,−λx)|qdx|λ|dλ
) p

q
e( p

2
−1)tdtda

) q
p

(d’après l’inégalité de Minkowski généralisée).

Ce qui montre que

∫

R2

‖kϕ‖q
p,q|λ|dλdµ ≤ A3q

p

( ∫

R4

|ϕ(t, a, y, z)|pe( p
2
−1)tdtdadydz

) q
p

d’après le résultat de Beckner pour R2.

Mais le terme de droite de cette inégalité est différente de A3q
p ‖ϕ‖q

p.

Remarque. Il reste tout de même un espoir d’obtenir l’inégalité dans ce cas particulier.

Rappelons le Théorème 2 que l’on trouve dans [K-R] page 187 :

Théorème. Si G = X n A est le produit semi-direct des groupes localement compacts

unimodulaires X et A et si G est unimodulaire, alors pour p =
2k

2k − 1
, k un entier ≥ 2,

on alors

‖Fp(G)‖ ≤ ‖Fp(X)‖‖Fp(A)‖.

Ainsi, si on considère le groupe de Boidol comme le produit semi-direct du groupe de

Heisenberg H = exp(< X, Y, Z >) et le groupe abélien exp(RT ), alors par le théorème

ci-dessus, on obtient dans le cas particulier où p =
2k

2k − 1
, k un entier ≥ 2,

‖Fp(G)‖ ≤ ‖Fp(H)‖‖Fp(R)‖ = A3
p.



Chapitre 3
Théorème d’inversion de Fourier pour

les groupes de Lie nilpotents

3.1 Introduction

Cette section est une adaptation et une généralisation des résultats d’analyse harmo-

nique sur Rn à des groupes localement compacts plus généraux. Parmi les groupes pour

lesquels on peut espérer les meilleurs résultats, on trouve les groupes de Lie nilpotents

connexes, simplement connexes. Par bien des aspects, ils ressemblent presque à Rn et

leur théorie des représentations est bien établie, alors qu’il existe tout de même des

différences importantes dans leurs comportements (voir [C-G]). L’un des plus fameux

et utiles résultats de l’analyse harmonique sur Rn est le théorème d’inversion de Fourier.

Il est donc naturel de savoir si on peut le généraliser aux groupes de Lie nilpotents. Ce

problème peut être formulé de la manière suivante :

Soit G = exp g un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement connexe. Considérons

l’application qui associe à chaque fonction f ∈ L1(G) la famille
(
πl(f)

)
l∈g∗/Ad∗G

des

images de f par les représentations irréductibles unitaires de G. Cette application peut

être considérée comme une généralisation de la transformée de Fourier au cas non-

abélien. On sait que πl(f) est complètement déterminée par son noyau

F (l, x, y) =

∫

Bl

f(xuy−1)e−2πi<l,log u>du,

où Bl = exp bl pour une polarisation bl en l. Donc la question de savoir s’il existe un
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théorème d’inversion de Fourier comme dans le cas abélien peut être formulée comme

cela :

Etant donnée une fonction F (l, x, y) satisfaisant certaines hypothèses, existe-t-il une

fonction f ∈ L1(G) telle que πl(f) admette F (l, ·, ·) comme noyau pour presque toute

forme linéaire l ? Si une telle fonction f existe, elle est nécessairement unique, en tant

que fonction L1.

Pour une forme linéaire fixée l0 ∈ g∗0, on a le résultat de Howe [Ho] :

Soit b0 = b(l0) une polarisation en l0, soit B0 = exp b0, soit χl0 le caractère unitaire de

B0 défini par χl0(h) = e−2πi<l0,log h> pour tout h ∈ B0.

Soit F ∈ S((G/B0)
2, l0), c’est-à-dire que F est une fonction de Schwartz sur G/B0 ×

G/B0 qui vérifie la condition de covariance

F (xh, yh′) = χl0(h)χl0(h
′)F (x, y), ∀x, y ∈ G, ∀h, h′ ∈ B0.

Alors il existe une fonction f ∈ S(G), l’espace de Schwartz de G, telle que πl0(f)

admette F comme noyau. Ce résultat a été généralisé aux groupes de Lie exponentiels

résolubles par Andele et Ludwig dans [A]. Mais ces résultats ne sont démontrés que

pour une forme linéaire fixée l0 ∈ g∗. Notre résultat principal est le suivant :

Théorème 3.1. Soit G = exp g un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement

connexe, muni d’une base de Jordan-Hölder fixe.

Pour chaque l ∈ g∗, posons bl la polarisation de Vergne correspondante et Bl = exp bl.

Alors il existe un ouvert de Zariski g∗gen de g∗, tel que pour toute fonction C∞
F : g∗gen × G × G → C qui, pour l ∈ g∗gen fixée, est Schwartz sur G/Bl × G/Bl, qui

est à support compact en l (si on se restreint à une section d’orbite) et qui vérifient la

relation de covariance

F (l, xh, yh′) = χl(h)χl(h
′)F (l, x, y),

il existe une unique fonction f ∈ S(G) telle que πl(f) admette F (l, ·, ·) comme noyau,

pour chaque l ∈ g∗gen.

L’application F 7→ f est continue par rapport aux topologies des espaces de fonctions

considérés.

La preuve du théorème d’inversion de Fourier se fera par récurrence. A chaque étape

de cette récurrence, de nouveaux paramètres apparâıtront et seront utilisés au moyen

des structures de Lie variables.
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Remarque. On peut aussi construire la fonction f en utilisant la formule suivante :

f(g) =

∫

g∗gen

tr(πl(g)−1 · πl(f))dµ(l), g ∈ G,

soit, en utilisant F (l, ·, ·),

f(g) =

∫

g∗gen

∫

G/Bl

F (l, gx, x)dẋdµ(l).

Cette formule se trouve dans [C-G] par exemple.

3.2 Les groupes et algèbres de Lie nilpotents va-

riables

Les notions d’algèbres variables ont été introduites dans [L-L] pour démontrer que

l’application de Kirillov est un homéomorphisme dans le cas des groupes de Lie expo-

nentiels. Grossièrement, se donner une algèbre variable revient à se donner un espace

muni d’un champ de crochets de Lie paramétrisé par un ensemble, i.e., les tenseurs de

structure sont variables. Plus précisément :

Définition 3.1. Soient g un espace vectoriel réel de dimension finie n et B un ensemble

non vide. On dit que (g,B) est une algèbre de Lie nilpotente variable si :

1. Pour chaque b ∈ B, il existe un crochet de Lie [·, ·]b défini sur g tel que (g, [·, ·]b)
est une algèbre de Lie nilpotente.

2. Il existe une base fixée {Z1, . . . , Zn} de g telle que les constantes de structure

ak
ij(b) définies par :

[Zi, Zj]b =
n∑

k=1

ak
ij(b)Zk

satisfont la propriété suivante :

Pour tout b ∈ B, pour k ≤ max(i, j), ak
ij(b) = 0. Ceci signifie que {Z1, . . . , Zn} est

une base de Jordan-Hölder pour (g, [·, ·]b).

L’algèbre de Lie (g, [·, ·]b) sera notée gb.



57

Si de plus B est un sous-ensemble algébrique d’un espace vectoriel réel de dimension

finie W , i.e., il existe deux fonctions polynômiales P, Q sur W telles que

B = {w ∈ W, P (w) = 0 et Q(w) 6= 0},

on dit que (g,B) est une algèbre de Lie polynômialement variable si les constantes

de structure ak
ij(b) sont des fonctions polynômiales en b.

De même, on dit que (g,B) est algèbre de Lie rationnellement variable si les

constantes de structure ak
ij(b) sont des fonctions rationnelles en b.

Dans ce cas on pourra supposer que ces fonctions n’ont pas de singularité dans B, en

remplaçant, si nécessaire, B par un ouvert dense de Zariski.

Définition 3.2. Le groupe de Lie variable associé (G,B) à (g,B) est défini par la

famille de groupes de Lie nilpotents connexes, simplement connexes (G, ·b), où G = g

en tant qu’ensemble et où la loi du groupe ·b sur G est obtenue par la formule de

Campbell-Baker-Hausdorff pour le crochet [·, ·]b, i.e. :

x.by = x + y +
1

2
[x, y]b +

1

12
[x, [x, y]b]b +

1

12
[y, [y, x]b]b + . . . , ∀x, y ∈ Gb.

Le groupe de (G, ·b) sera noté Gb.

Remarques. 1. En fait, avec ces choix, l’application exponentielle expb : gb → Gb est

l’application identité.

2. Si B est réduit à un point, i.e., on oublie la structure variable sur G ou g, alors (G,B)

sera identifié à un groupe de Lie nilpotent.

3.3 Construction d’indices

Dans cette section nous allons rappeler les constructions de Ludwig et Müller [Lu-Mu].

Tout d’abord nous allons construire des familles d’indices qui vont nous permettre de

définir les éléments génériques dans les algèbres de Lie variables pour pouvoir décrire le

dual unitaire de (G,B), c’est-à-dire, l’ensemble (Ĝb)b∈B, où Ĝb désigne le dual unitaire

du groupe de Lie nilpotent (Gb, ·b).
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3.3.1 Indices associés à (g,B)

Pour chaque b ∈ B, z(gb) désignera le centre de gb.

Posons :

j1(b) := max{j | Zj 6∈ z(gb)}
k1(b) := max{k | [Zj1(b), Zk]b 6= 0}

et

j1 := max{j1(b) | b ∈ B}
k1 := max{k1(b) | b ∈ B et j1(b) = j1}.

Par construction, k1(b) < j1(b) et k1 < j1.

Les indices j2(b), . . . , jd(b); k2(b), . . . , kd(b); j2, . . . , jd; k2, . . . , kd seront construits plus

tard.

3.3.2 Indices associés aux formes linéaires sur g

Soit g∗ l’espace vectoriel dual de g.

Pour chaque (b, l) ∈ B × g∗, soit a(b, l) le plus grand idéal de gb contenu dans le

stabilisateur gb(l) de l dans gb.

Si a(b, l) = gb, l’ensemble d’indices correspondant sera vide. Dans ce cas, gb(l) = gb et

soit gb est commutative, soit l n’est pas une forme linéaire générique.

Sinon on définit les indices j1(b, l) et k1(b, l) par

j1(b, l) := max{j ∈ {1, . . . , n} | Zj 6∈ a(b, l)}
k1(b, l) := max{k ∈ {1, . . . , n} | < l, [Zj1(b,l), Zk]b >6= 0}.

On a encore k1(b, l) < j1(b, l).
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Les indices j2(b, l), . . . , jd(b, l) et k2(b, l), . . . , kd(b, l) seront construits plus tard de la

même manière.

3.3.3 Restriction du choix des formes linéaires

Nous allons restreindre notre choix d’éléments (b, l).

Posons D0 := B × g∗ et

D1 := {(b, l) ∈ D0 | j1(b, l) = j1 et k1(b, l) = k1}.

Lemme 3.1. Si B est un ensemble algébrique, D1 est un ouvert de Zariski dense de

D0, plus précisément

D1 = {(b, l) ∈ D0 | < l, [Zj1 , Zk1 ]b >6= 0}.

Démonstration. Si j1(b, l) = j1 et k1(b, l) = k1, alors, d’après les définitions des indices,

< l, [Zj1 , Zk1 ]b >=< l, [Zj1(b,l), Zk1(b,l)]b >6= 0.

Réciproquement, supposons que < l, [Zj1 , Zk1 ]b >6= 0, alors Zj1 /∈ gb(l),

or a(b, l) est contenu dans gb(l), donc Zj1 /∈ a(b, l). Prenons j < j1, alors Zj ∈ z(gb) et

Zj ∈ a(b, l) qui contient le centre de gb, on en déduit que j1(b, l) = j1.

Ainsi < l, [Zj1(b,l), Zk1 ]b >6= 0, donc k1(l, b) ≤ k1, cependant si k > k1 alors [Zj1 , Zk] = 0,

d’où < l, [Zj1 , Zk]b >= 0.

En conclusion k1(b, l) = k1 et on a démontré que

D1 = {(b, l) ∈ D0 | < l, [Zj1 , Zk1 ]b >6= 0}.

De plus l’application (l, b) 7→< l, [Zj1 , Zk1 ]b > est linéaire en l, rationnelle en b. On peut

supposer, quitte à multiplier par le plus petit dénominateur commun, qu’elle est même

polynômiale en b. Ainsi cette application est polynômiale en (b, l) et donc D1 est un

ouvert de Zariski de D0.
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3.3.4 Construction d’un idéal de codimension un dans gb.

Posons encore I0 := {1, . . . , n} et I1 := I0 \ {k1}.
Pour (b, l) ∈ D1, définissons

p1(b, l) := {X ∈ g | < l, [Zj1(b,l), X]b >= 0} = {X ∈ g | < l, [Zj1 , X]b >= 0}

et

Z1
i (b, l) := Zi −

< l, [Zj1(b,l), Zi]b >

< l, [Zj1(b,l), Zk1(b,l)]b >
Zk1(b,l) = Zi − < l, [Zj1 , Zi]b >

< l, [Zj1 , Zk1 ]b >
Zk1 , ∀i ∈ I1

(comme (b, l) ∈ D1).

On voit facilement que p1(b, l) est un idéal de codimension un dans gb et

que {Z1
i (b, l) | i ∈ I1} est une base de Jordan-Hölder pour p1(b, l) (voir [L-Z]).

De plus, Z1
i (b, l) = Zi si i > k1.

3.3.5 Les éléments génériques dans B × g∗

On construit les indices ji(b, l), ki(b, l), ji(b), ki(b), ji, ki de la manière suivante :

On utilise l’algèbre p1(b, l), la base Z1
i (b, l), l|p1(b,l) pour construire les indices j2(b, l), k2(b, l),

l’algèbre p2(b, l) (qui est un idéal de codimension un dans p1(b, l)), Z2
i (b, l) est la base

de p2(b, l) et on continue jusqu’à ce que ce processus s’arrête au bout d’un nombre fini

d’étapes.

Récursivement on définit Di, ji(b), ki(b), ji, ki, Ii par

ji(b) := max{j ∈ Ii−1 | Zi−1
j (b, l) 6∈ Centre(pi−1(b, l)), ∀l tel que (b, l) ∈ Di−1}

ki(b) := max{k ∈ Ii−1 | [Zi−1
ji

(b, l), Z i−1
k (b, l)]b 6= 0,∀l tel que (b, l) ∈ Di−1}

ji := max{ji(b) | b ∈ B}
ki := max{ki(b) | b ∈ B et ji(b) := ji}
Di := {(b, l) ∈ Di−1 | ji(b, l) = ji et ki(b, l) = ki}
Ii := Ii−1 \ {ki}.
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Ce processus s’arrête au bout d’un nombre fini d d’étapes.

Alors on sait, d’après [L-Z], que pour chaque (b, l) ∈ Dd, pd(b, l) est la polarisation de

Vergne en l dans gb par rapport à la base {Z1, . . . , Zn}.
Si B est un ensemble algébrique, l’ensemble

Dgen := Dd ⊂ B × g∗

est un ouvert de Zariski de B × g∗, appelé l’ensemble des éléments génériques de

B × g∗.

Si B est réduit à un point, i.e., s’il n’y a pas de structure variable, alors Dgen est identifié

à l’ouvert de Zariski g∗gen de g∗, appelé l’ensemble des éléments génériques de g∗.
On a

g∗gen ⊂ g∗Puk ⊂ g∗max ⊂ g∗,

où g∗Puk désigne les éléments de g∗ qui sont en position au sens de Pukanszky relative-

ment à la base (Zi)i et g∗max l’ensemble des éléments de g∗ dont l’orbite coadjointe est

de dimension maximale.

3.3.6 Restriction aux sections des orbites

D’après [L-Z], Dr, r ∈ {1, . . . , d} et Dgen sont Ad∗-invariants, i.e., pour tout g ∈ G,

(b, l) ∈ Dr ⇔ (b, Ad∗(g)l) ∈ Dr

(b, l) ∈ Dgen ⇔ (b, Ad∗(g)l) ∈ Dgen.

Ceci nous permet de nous restreindre aux sections des orbites, obtenues de la manière

suivante :

Pour chaque b ∈ B fixé, soit Sb l’ensemble des indices de saut au sens de Pukanszky

pour l’algèbre gb et soit Tb = {1, . . . , n} \ Sb.

Posons VTb
=

∑
i∈Tb

RZ∗
i . On sait que chaque orbite coadjointe dans g∗b rencontre VTb

en

un point exactement, et réciproquement. Donc VTb
représente une section des orbites

coadjointes de g∗b .

Remarquons que l ∈ VTb
si et seulement si < l, Zj >= 0 pour tout indice de saut j ∈ Sb.
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Dans de nombreuses situations, on se restreint à ces sections d’orbites, ce qui nous per-

met de supposer que les formes linéaires l s’annulent dans les coordonnées correspondant

aux indices de saut.

Pour ce faire, notons S la réunion de ces sections d’orbites, ou, plus précisement,

S =
⋃

b∈B
{b} × VTb

et DT,gen = Dgen ∩ S.

Alors DT,gen est un ouvert de Zariski de S. Considérons à présent

B1 := {b ∈ B | ∃l ∈ g∗ tel que (b, l) ∈ DT,gen}
= {b ∈ B | ∃l ∈ g∗ tel que (b, l) ∈ Dgen}.

Soit (b, l) ∈ Dgen. On sait que l est en position générale dans g∗b au sens de Pukanszky.

De plus, l’ensemble des indices de saut Sb de g∗b coincide avec l’ensemble

{ji(b, l), ki(b, l) | 1 ≤ i ≤ d} = {ji, ki | 1 ≤ i ≤ d}

construit dans cette section (pour la forme linéaire l donnée) et est donc indépendant

de b, si b ∈ B1. Ainsi, pour tout b ∈ B1, les ensembles Sb, respectivement Tb coincident.

Notons T cet ensemble commun et VT =
∑
i∈T

RZ∗
i .

Il est clair que

DT,gen = Dgen ∩ (B1 × VT ).

Remarque. Si B est réduit à un point, alors DT,gen est identifié à

g∗T,gen = g∗gen ∩ VT ,

l’ensemble des éléments génériques contenus dans la section d’orbite VT .

3.4 De nouveaux paramètres

Soient j1 et k1 définis précédemment.
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Posons X := Zk1 , Y := Zj1 et Zb := [Zk1 , Zj1 ]b = [X, Y ]b. Comme (Zj)j est une base de

Jordan-Hölder pour tout gb,

[Zj1 , U ]b ⊂< Zj1+1, . . . , Zn >⊂ z(gb),∀U ∈ gb,

où les définitions p1(b, l) et les bases (Z1
i (b, l))i dépendent en fait seulement de l|<Zj1+1,...,Zn>

et plus particulièrement de son noyau ker(l|<Zj1+1,...,Zn>).

Pour p1(b, l), ceci est clair par définition. Pour chaque vecteur de base Z1
i (b, l), remar-

quons qu’on doit écrire

< Zj1+1, . . . , Zn >= RZb ⊕ ker(l|<Zj1+1,...,Zn>),

qui, pour b fixé, l|<Zj1+1,...,Zn> est complètement déterminé par sa valeur sur Zb et par

ker(l|<Zj1+1,...,Zn>) et qui donc
<l,[Zj1

,Zi]b>

<l,[Zj1
,Zk1

]b>
dépend uniquement de ker(l|<Zj1+1,...,Zn>) (si

(b, l) ∈ DT,gen et donc < l, [Zj1 , Zk1 ]b >6= 0).

De ce point de vue, faire varier l signifie considérer tous les sous-espaces de codimension

un V (b) de < Zj1+1, . . . , Zn > tels que Zb 6∈ V (b). Donc, à la place de caractériser p1(b, l)

par (b, l), on doit aussi le caractériser par b et un sous-espace V (b), respectivement par

b et un vecteur de base de V (b). Ceci nous conduit à la paramétrisation suivante :

Soit m := n−j1 et identifions < Zj1+1, . . . , Zn > avec Rm grâce à la base {Zj1+1, . . . , Zn}.
Un sous-espace de codimension un de < Zj1+1, . . . , Zn > est alors caractérisé par les

vecteurs b̃ = (̃b1, . . . , b̃m−1) ∈ (Rm)m−1 tel que les b̃i sont linéairement indépendants,

i.e., par un ouvert de Zariski de (Rm)m−1.

Les sous-espaces V (b) considérés ici vérifient la condition supplémentaire Zb 6∈ V (b), qui

peut être décrite par det(Zb, b̃1, . . . , b̃m−1) 6= 0, qui donne encore un ouvert de Zariski

de (Rm)m−1.

Posons

E := {(b, b̃) ∈ B × (Rm)m−1 | b̃i linéairement indépendants} (4.1)

E1 := {(b, b̃) ∈ E | det(Zb, b̃1, . . . , b̃m−1) 6= 0} (4.2)

E ′ := {(b, b̃) ∈ B1 × (Rm)m−1 | b̃i linéairement indépendants} (4.3)

E ′1 := {(b, b̃) ∈ E ′ | det(Zb, b̃1, . . . , b̃m−1) 6= 0} (4.4)

Définissons, pour tout (b, b̃) ∈ E1,

p1(b, b̃) := {U ∈ g | [Zj1 , U ]b ∈< b̃ >},
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où < b̃ > désigne l’espace vectoriel engendré par b̃1, . . . b̃m−1.

Pour définir la base de p1(b, b̃), il faut remarquer que

< Zj1+1, . . . , Zn >= RZb⊕ < b̃ >,

il existe pour chaque Zi un unique αi ∈ R et un unique vi ∈< b̃ > tels que

[Zj1 , Zi]b = αiZb + vi = αi[Zk1 , Zj1 ]b + vi.

Notons que αi = 0 si i > k1, et alors [Zj1 , Zi]b = 0.

Définissons

Z1
i (b, b̃) = Zi + αiZk1 , pour i 6= k1.

En particulier, Z1
i (b, b̃) = Zi si i > k1. Il est facile alors de voir que p1(b, b̃) est un idéal

de codimension un dans gb.

Notons [·, ·](b,̃b) pour le crochet de Lie dans p1(b, b̃) (qui coincide bien sûr avec [·, ·]b).
On a le résultat suivant :

Proposition 3.1. {Z1
i (b, b̃) | i ∈ I1} est une base de Jordan-Hölder de p1(b, b̃) et les

constantes de structure pour cette base dans p1(b, b̃) sont des fonctions rationnelles en

b, b̃, si (g,B) est une algèbre de Lie rationnellement variable.

Démonstration. Montrons d’abord que Z1
i (b, b̃) ∈ p1(b, b̃).

Cas 1. Si i > k1,

on a alors Z1
i (b, b̃) = Zi et que [Zj1 , Zi]b = 0 par définition de k1.

Cas 2. Si i < k1, alors

[Zj1 , Z
1
i (b, b̃)]b = [Zj1 , Zi]b + αi[Zj1 , Zk1 ]b = vi ∈< b̃ >

et donc Z1
i (b, b̃) ∈ p1(b, b̃).

Par construction, les vecteurs Z1
i (b, b̃), i ∈ I1, sont indépendants et alors ils forment

une base de p1(b, b̃).

En effet p1(b, b̃) peut être au plus de dimension n− 1 car Zk1 6∈ p1(b, b̃). D’où

gb = RZk1 ⊕ p1(b, b̃) = RX ⊕ p1(b, b̃).

Calculons à présent les constantes de structure ãk
ij(b, b̃) pour la base Z1

i (b, b̃) dans

p1(b, b̃).
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Cas 3. Si i, j > k1, alors

[Z1
i (b, b̃), Z1

j (b, b̃)](b,̃b) = [Zi, Zj]b =
∑

k>max{i,j}>k1

ak
ij(b)Zk =

∑

k>max{i,j}>k1

ak
ij(b)Z

1
k(b, b̃),

i.e., ãk
ij(b, b̃) = ak

ij(b) dans ce cas.

Cas 4. Si i < k1 < j, alors

[Z1
i (b, b̃), Z1

j (b, b̃)](b,̃b) = [Zi + αiZk1 , Zj]b

=
∑

k>j>k1

ak
ij(b)Zk + αi

∑

k>j>k1

ak
k1j(b)Zk

=
∑

k>j>k1

(ak
ij(b) + αia

k
k1j(b))Z

1
k(b, b̃)

et ãk
ij(b, b̃) = ak

ij(b) + αia
k
k1j(b) si k > j > k1 > i.

Les autres constantes de structure étant nulles, car at
rs(b) = 0 si t ≤ max{r, s}.

Cas 5. Si i, j < k1, alors

[Z1
i (b, b̃), Z1

j (b, b̃)](b,̃b) = [Zi, Zj]b + αi[Zk1 , Zj]b + αj[Zi, Zk1 ]b

=
∑

k>max{i,j}
ak

ij(b)Zk + αi

∑

k>k1

ak
k1j(b)Zk + αj

∑

k>k1

ak
ik1

(b)Zk

=
∑

max{i,j}<k<k1

ak
ij(b)(Z

1
k(b, b̃)− αkZk1) + ak1

ij (b)Zk1 +
∑

k>k1

ak
ij(b)Z

1
k(b, b̃)

+αi

∑

k>k1

ak
k1j(b)Z

1
k(b, b̃) + αj

∑

k>k1

ak
ik1

(b)Z1
k(b, b̃)

=
(
ak1

ij (b)−
∑

max{i,j}<k<k1

αka
k
ij(b)

)
Zk1 +

∑

max{i,j}<k<k1

ak
ij(b)Z

1
k(b, b̃)

+
∑

k>k1

(
ak

ij(b) + αia
k
k1j(b) + αja

k
ik1

(b)
)
Z1

k(b, b̃).

Comme (Z1
i (b, b̃))i∈I1 est une base de l’idéal p1(b, b̃), le coefficient de Zk1 dans ce calcul

doit s’annuler et les nouvelles constantes de structure sont définies par

ãk
ij(b, b̃) = ak

ij(b) si max{i, j} < k < k1 et
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ãk
ij(b, b̃) = ak

ij(b) + αia
k
k1j(b) + αja

k
ik1

(b) si k > k1.

Les autres constantes de structures étant nulles.

Ce qui prouve que (Z1
k(b, b̃))k∈I1 est une base de Jordan-Hölder pour p1(b, b̃).

Supposons que (g,B) est une algèbre de Lie rationnellement variable. Comme

αi =
det([Zj1 , Zi]b, b̃1, . . . , b̃m−1)

det([Zk1 , Zj1 ]b, b̃1, . . . , b̃m−1)
,

où αi est une fonction rationnelle en b, b̃. Donc les nouvelles constantes de structure

ãk
ij(b, b̃) sont aussi des fonctions rationnelles en b, b̃. La formule pour αi montre que les

constantes de structure dépendent uniquement de b et < b̃ >.

3.5 Bases coexponentielles

Comme dans [L-Z] ou [Lu-Mu], notons X1(b, l) = Zk1(b, l), . . . , Xd(b, l) = Zkd
(b, l).

Alors X1(b, l), . . . , Xd(b, l) est une base coexponentielle à la polarisation pd(b, l) = b(b,l)

dans gb.

Si (b, l) ∈ Dgen, on a bien sûr X1(b, l) = Zk1 , . . . , Xd(b, l) = Zkd
, i.e., les vecteurs de

base sont fixés.

3.6 De nouvelles structures variables

A l’origine, < b̃ > est défini par ker(l|<Zj1+1,...,Zn>). Aussi on veut considérer seulement

les formes linéaires sur p1(b, b̃) qui annulent < b̃ >. Pour ce faire, on regarde le quotient

par < b̃ > et on obtient une nouvelle structure variable. Les détails de ces constructions

sont les suivants :

Donnons-nous p1(b, b̃), la base (Z1
k(b, b̃))k∈I1 et les constantes de structure pour le crochet

de Lie dans p1(b, b̃) par rapport à cette nouvelle base dépendant uniquement de b et

< b̃ >.
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On peut alors définir une nouvelle algèbre de Lie rationnellement variable (q1, E1) par

q1(b, b̃) := p1(b, b̃)/ < b̃ >,

en prenant dans q1(b, b̃) la base de Jordan-Hölder

{Z1
k(b, b̃) mod < b̃ > | k ∈ I1, k ≤ j1}

⋃
{Zb mod < b̃ >}

et en identifiant cette base à l’aide d’une base fixe dans un espace vectoriel réel q1 de

dimension j1. Alors la dépendance en b et b̃ est entièrement contenue dans le crochet de

Lie [·, ·](b,̃b) et (q1, E1) peut être considérée comme une algèbre de Lie rationnellement

variable, dont le groupe de Lie variable associé est noté (Q1, E1).

De la même manière, on définit une algèbre de Lie rationnellement variable (r1, E1) par

r1(b, b̃) := p1(b, b̃)/ < Zj1 , b̃ >= q1(b, b̃)/ < Zj1 >,

en prenant dans r1(b, b̃) la base de Jordan-Hölder

{Z1
k(b, b̃) mod < Zj1 , b̃ > | k ∈ I1, k < j1}

⋃
{Zb mod < Zj1 , b̃ >}.

Notons Z̃1
k(b, b̃) = Z1

k(b, b̃) mod < Zj1 , b̃ > si k ∈ I1, k < j1

et Z̃1
j1+1(b, b̃) = Zb mod < Zj1 , b̃ > pour cette base.

Faisons alors le même type d’identifications que précédemment et notons (R1, E1) pour

le groupe de Lie variable associé.

Considérons la nouvelle structure variable (r1, E1). Toutes les constructions précédentes

peuvent être bien sûr effectuées pour cette nouvelle structure.

Notons

S̃, T̃(b,̃b), T̃ , VT̃
(b,̃b)

, VT̃ , D̃T̃ ,gen, j̃i(b, b̃, l̃), k̃i(b, b̃, l̃), j̃i(b, b̃), k̃i(b, b̃), j̃i, k̃i, D̃i, Ĩi pour i ≥ 2

(comme i = 1 correspond à g) pour les objets correspondants à (r1, E1). Ici les indices

sont définis par rapport à la base de Jordan-Hölder définie ci-dessus.

En particulier, S̃ =
⋃

(b,̃b)∈E1

{(b, b̃)} × VT̃
(b,̃b)

.

Définition 3.3. Définissons l’application

Φ : S̃ → S
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par

Φ(b, b̃, l̃) = (b, l),

où l ∈ g∗ est donnée par

< l, U > := < l̃, Ũ > ∀U ∈ p1(b, b̃)

< l, X > := 0,

avec Ũ = U mod < Zj1 , b̃ >.

Dans ce contexte l est complètement déterminée et < l, X >=< l, Y >= 0, l|<b̃> ≡ 0.

Remarquons en particulier que cette forme linéaire l est nulle sur les vecteurs de bases

correspondants aux indices de Pukanszky de gb, i.e., l ∈ VTb
et donc (b, l) ∈ S.

On obtient alors le lemme suivant :

Lemme 3.2. L’application Φ est bien définie, injective et continue. Les familles d’in-

dices j et k vérifient

ji = j̃i et ki = k̃i ∀i ∈ {2, . . . , d}.
De plus,

DT,gen = Φ(D̃T̃ ,gen) ∩ D1.

Démonstration. La continuité de Φ est claire, par définition.

Pour chaque U ∈ p1(b, b̃), notons Ũ pour U mod < Zj1 , b̃ >∈ r1(b, b̃).

Montrons que D1 ∩ S ⊂ ImΦ.

Pour ce faire, soit (b, l) ∈ D1 ∩ S. D’où < l, [Zk1 , Zj1 ]b > 6= 0.

Choisissons une base b̃ de ker(l|<Zj1+1,...,Zn>)

et définissons l̃ ∈ r1(b, b̃)
∗ ≡ r∗1 par < l̃, Ũ >:=< l, U > pour tout Ũ ∈ r1(b, b̃).

Cet élément l̃ est bien défini car < l, Zj1 >= 0 ( l ∈ VTb
) et l|<b̃> ≡ 0 (d’après le choix

de b̃).

De plus, (b, b̃, l̃) ∈ S̃ comme les indices de saut au sens de Pukanszky de l̃ dans r1(b, b̃)

coincident avec les indices de saut de Pukanszky de l dans gb qui sont plus petits que j1

et différents de k1 et j1. D’après le choix de l et b̃, Zb = [Zk1 , Zj1 ]b 6∈< b̃ > et (b, b̃) ∈ E1.

Donc (b, b̃, l̃) ∈ S̃ et Φ(b, b̃, l̃) = (b, l) par construction.

D’où D1 ∩ S ⊂ ImΦ.
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Remarquons que D̃T̃ ,gen ∩ Φ−1(DT,gen) 6= ∅.
En effet, DT,gen est un ouvert non vide de S contenu dans ImΦ,

car DT,gen ⊂ D1 ∩ S ⊂ ImΦ.

Par continuité de Φ, Φ−1(DT,gen) est un ouvert non vide de S̃. De plus, D̃T̃ ,gen est un

ouvert de Zariski de S̃.

Donc D̃T̃ ,gen ∩ Φ−1(DT,gen) 6= ∅.
On voit que j̃2(b, b̃, l̃) = j2(Φ(b, b̃, l̃)) = j2(b, l), j̃2(b, b̃) = j2(b), j̃2 = j2, pour chaque

(b, b̃, l̃) ∈ S̃.

En effet, le passage de p1(b, b̃) à r1(b, b̃) est obtenu en prenant le quotient avec le sous-

espace du centre de p1(b, b̃). Ceci n’affecte pas la définition de ces indices.

Montrons maintenant que k2 = k̃2.

Pour ce faire, soient (b, b̃, l̃) ∈ D̃T̃ ,gen ∩ Φ−1(DTgen) et (b, l) = Φ(b, b̃, l̃). Alors

< l̃, [Z̃1
j2

(b, b̃), Z̃1
k̃2

(b, b̃)](b,̃b) >6= 0

(comme j2 = j̃2 = j̃2(b, b̃, l̃), k̃2 = k̃2(b, b̃, l̃)) et donc

< l, [Z1
j2

(b, l), Z1
k̃2

(b, l)]b > 6= 0,

avec (b, l) ∈ DT,gen. D’où k̃2 ≤ k2(b, l) = k2.

Réciproquement, comme (b, l) ∈ DT,gen et (b, l) = Φ(b, b̃, l̃),

< l, [Z1
j2

(b, l), Z1
k2

(b, l)]b > 6= 0,

ce qui implique que

< l̃, [Z̃1
j2

(b, b̃), Z̃1
k2

(b, b̃)](b,̃b) >6= 0,

(avec j2 = j̃2 = j̃2(b, b̃, l̃)) par définition de l.

Donc k2 ≤ k̃2(b, b̃, l̃) = k̃2 comme (b, b̃, l) ∈ D̃T̃ ,gen. D’où k̃2 = k2.

Posons D̃2 = {(b, b̃, l̃) ∈ E1× r∗1 | (b, l) ∈ D1, j̃2(b, b̃, l̃) = j̃2 = j2 et k̃2(b, b̃, l̃) = k̃2 = k2}.
Alors Φ(D̃2 ∩ S̃) = D2 ∩ S.

En effet, remarquons tout d’abord que D2 ∩ S ⊂ D1 ∩ S ⊂ ImΦ.

On a ainsi (b, l) = Φ(b, b̃, l̃) avec (b, l) ∈ D2 ∩ S.
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En particulier

< l, [Z1
k2

(b, b̃), Z1
j2

(b, b̃)]b >6= 0

comme j2(b, l) = j2 et k2(b, l) = k2.

D’après la définition de Φ,

< l̃, [Z̃1
k2

(b, b̃), Z̃1
j2

(b, b̃)](b,̃b) >6= 0.

Ce qui montre tout d’abord que Z̃1
j2

(b, b̃) 6∈ r1(b, b̃)(l̃), le stabilisateur de l̃ dans r1(b, b̃),

et ainsi j̃2 = j2 ≤ j̃2(b, b̃, l̃). Comme on a toujours j̃2(b, b̃, l̃) ≤ j̃2, on obtient en effet

j̃2(b, b̃, l̃) = j̃2.

Mais on doit alors avoir k̃2 = k2 ≤ k̃2(b, b̃, l̃). Comme l’inégalité inverse est toujours

vraie, on obtient k̃2(b, b̃, l̃) = k̃2 et (b, b̃, l̃) ∈ D̃2.

D’après D2 ∩ S ⊂ D1 ∩ S ⊂ ImΦ, ceci montre que D2 ∩ S ⊂ Φ(D̃2 ∩ S̃). L’inclusion

inverse se montre de la même manière.

Procédons maintenant par récurrence.

Supposons que j̃s = js et k̃s = ks pour s ≤ i− 1, Φ(D̃i−1 ∩ S̃) = Di−1 ∩ S (D̃i−1 étant

défini de la même façon que D̃2) et prouvons les mêmes relations pour tout i.

De même que dans le cas i = 2, on voit que

j̃i(b, b̃, l̃) = ji(Φ(b, b̃, l̃)) = ji(b, l), j̃i(b, b̃) = ji(b) et j̃i = ji pour chaque (b, b̃, l̃) ∈ D̃i−1.

Le même argument que dans le cas i = 2 montre que k̃i = ki.

Donc, si D̃i = {(b, b̃, l̃) ∈ D̃i−1 | j̃i(b, b̃, l̃) = j̃i = ji et k̃i(b, b̃, l̃) = k̃i = ki}, alors

Φ(D̃i ∩ S̃) = Di ∩ S. Pour i = d la procédure s’arrête et on obtient le résultat voulu.

3.7 Les bons espaces de fonctions

Soit (G,B) un groupe de Lie rationnellement variable muni de sa base fixe {Z1, . . . , Zn}.
Une fonction h sur Gb est identifiée à une fonction sur Rn par la formule

h(x1, . . . , xn) = h(expb(x1Z1) ·b · · · ·b expb(xnZn)).
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Définition 3.4. Soit r ∈ N. On définit S(G,B,Rr) l’ensemble des fonctions

f : B × Rr × Rn → C
(b, α, (x1, . . . , xn)) 7→ f(b, α, expb(x1Z1) ·b · · · ·b expb(xnZn))

qui sont C∞ par rapport à toutes les variables et telles que

‖f‖K,A,B1,B2,C1,C2

= sup
b∈K;α∈Rr;x∈Rn

[
sup

|a|≤A;|ri|≤Bi;|sj |≤Cj ;i,j∈{1,2}
|αr1xs1

· ∂
a

∂ba

∂r2

∂αr2

∂s2

∂xs2
f(b, α, expb(x1Z1) ·b · · · ·b expb(xnZn))|

]

< +∞

où K désigne un compact arbitraire de B et A,Bi, Cj ∈ N.

Soit B =
⋃

m∈N
Km, les ensembles Km étant des compacts. Si K parcourt les ensembles Km

et A,Bi, Cj l’ensemble des entiers naturels N, alors on obtient une famille dénombrable

de semi-normes qui définit la topologie de S(G,B,Rr), qui devient ainsi un espace de

Fréchet.

Soit U un ouvert de Zariski dans DT,gen.

Alors U est disjoint de B × {0}, car (b, 0) n’appartient jamais à DT,gen.

Pour chaque forme linéaire l ∈ VTb
, soit b(b,l) la polarisation de Vergne en l dans gb par

rapport à la base donnée.

On sait que b(b,l) = pd(b, l) si (b, l) ∈ DT,gen, voir la section 3.3.5. Soit χ(b,l) le caractère

unitaire défini sur B(b,l) = expbb(b,l) par la formule χ(b,l)(u) = e−2πi<l,logb u>.

Soit X1(b, l) = Zk1 , . . . , Xd(b, l) = Zkd
la base coexponentielle de gb par rapport à b(b,l).

Grâce à cette base, Gb/B(b,l) peut être identifiée à Rd.

Définition 3.5. Soit r ∈ N. L’espace des noyaux N (G,U ,Rr) est défini comme

l’ensemble de toutes les fonctions C∞

F : B × VT × Rr × Rd × Rd → C

qui vérifient les deux conditions suivantes :
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(i)

F (b, l, ·, ·, ·) ≡ 0 si (b, l) 6∈ U ,

donc en particulier si (b, l) 6∈ DT,gen.

(ii)

‖F‖K,A,C,D1,D2,E1,E2,F1,F2

= sup
(b,l)∈K;α∈Rr;x,y∈Rd

[
sup

|a|≤A;|c|≤C;|d1|≤D1;|d2|≤D2;|e1|≤E1;|e2|≤E2;|f1|≤F1;|f2|≤F2

|αd1xe1yf1

· ∂
a

∂ba

∂c

∂lc
∂d2

∂αd2

∂e2

∂xe2

∂f2

∂yf2
F (b, l, α, x, y)|

]

< +∞

où K est un compact de U et A, C, D1, D2, E1, E2, F1, F2 ∈ N.

Soit U =
⋃

s∈N
Ks, les ensembles Ks étant des compacts dans U . Si K parcourt les

ensembles Ks et A,C,D1, D2, E1, E2, F1, F2 parcourent les entiers N, alors on obtient

une famille dénombrable de semi-normes qui définissent la topologie de N (G,U ,Rr) et

qui confèrent à N (G,U ,Rr) une structure d’espace de Fréchet.

Finalement, considérons la définition suivante

Définition 3.6. SoitNc(G,U ,Rr) le sous-espace deN (G;U ,Rr) formé par les fonctions

F qui vérifient les deux conditions suivantes :

(iii) Pour chaque b ∈ B1 (i.e. (b, l) ∈ DT,gen pour au moins une forme linéaire l), il existe

un compact K(b) dans VT tel que {b} ×K(b) ⊂ DT,gen et F (b, l, ·, ·, ·) ≡ 0 si l 6∈ K(b).

En particulier, 0 6∈ K(b) car (b, 0) 6∈ DT,gen.

(iv) Pour chaque (b0, l0) ∈ (B1 × VT ) \ DT,gen, il existe un voisinage ouvert V(b0,l0) de

(b0, l0) dans B1 × VT tel que F (b, l, ·, ·, ·) ≡ 0 pour tout (b, l) ∈ V(b0,l0).

L’espace Nc(G,U ,Rr) n’est plus un espace de Fréchet pour les semi-normes données.

Remarques. 1. F (b, l, α, ·, ·) peut être vue comme une fonction sur Gb/B(b,l)×Gb/B(b,l)

en écrivant

F (b, l, α, x, y) = F (b, l, α, expb(x1X1(b, l)) ·b · · · ·b expb(xdXd(b, l)),

expb(y1X1(b, l)) ·b · · · ·b expb(ydXd(b, l)))
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ou même comme une fonction sur Gb ×Gb si on introduit la relation de covariance

F (b, l, α, x · h, y · h′) = χ(b,l)(h)χ(b,l)(h
′)F (b, l, α, x, y) ∀x, y ∈ Gb,∀h, h′ ∈ B(b,l).

2. On peut étendre F en une fonction en l définie sur l’orbite coadjointe entière passant

par l en posant

F (b, (Ad∗g)(l), α, x, y) = F (b, l, α, x · g, y · g) ∀g, x, y ∈ Gb.

(voir la formule (5.11) du chapitre 1)

Dans ce chapitre, on notera F une fonction ayant les précédentes propriétés.

3. Si B est réduit à un point, i.e., si on oublie la structure variable,Dgen ≡ g∗gen et, si U est

un ouvert de Zariski de g∗gen ∩ VT , on définit de la même manière l’espace de Schwartz

S(G,Rr), N (G,U ,Rr) et Nc(G,U ,Rr), en utilisant les semi-normes correspondantes

pour définir leur topologie respective.

3.8 Le théorème d’inversion de Fourier

Prouvons d’abord un théorème d’inversion de Fourier variable :

Théorème 3.2. Soit (G,B) un groupe de Lie rationnellement variable muni de la base

de Jordan-Hölder fixe Z1, . . . , Zn. Notons B1 := {b ∈ B | ∃l ∈ g∗ tel que (b, l) ∈ DT,gen}.
Alors pour chaque r ∈ N et chaque F ∈ Nc(G;DT,gen,Rr), il existe une unique fonction

f ∈ S(G,B1,Rr) vérifiant :

Pour tout (b, l) ∈ DT,gen, l’opérateur π(b,l)(fb(α)(·)) admet F (b, l, α, ·, ·) comme noyau (si

on note fb(α)(·) pour f(b, α, ·)), provenant des polarisations et des bases coexponentielles

correspondantes.

L’application F 7→ f est continue par rapport aux topologies données.

Ce théorème permet d’affirmer le résultat suivant, obtenu si B est réduit à un point,

i.e., si on n’a pas affaire aux structures variables, mais à un groupe de Lie nilpotent.

Théorème 3.3. Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement connexe muni

d’une base de Jordan-Hölder fixe. Il existe un ouvert de Zariski g∗gen de g∗ tel que pour

chaque fonction F ∈ Nc(G, g∗gen) il existe une unique fonction f ∈ S(G) vérifiant :
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Pour chaque l ∈ g∗gen, l’opérateur πl(f) admet F (l, ·, ·) comme noyau, la polarisation en

l étant la polarisation de Vergne par rapport à la base donnée et la base coexponentielle

étant choisie comme dans les sections précédentes.

L’application F 7→ f est continue par rapport aux topologies données.

La preuve de ce résultat sera donnée dans la section 3.8.2.

3.8.1 Résultats sur la tranformée de Radon

Dans cette section, nous rappelons quelques résultats sur la transformée de Radon (voir

[He]), qui permet de reconstruire une fonction f , si on connâıt chacune de ses intégrales

sur tout hyperplan de l’espace sur laquelle elle est définie. Pour les preuves, consulter

[He].

Soit f une fonction sur Rm, intégrable sur chaque hyperplan de Rm. Soit Pm l’espace

de tous les hyperplans de Rm. Soient ξ ∈ Pm et dµ la mesure euclidienne ξ. Définissons

alors :

Définition 3.7. La transformée de Radon Rf de f en ξ est définie par

Rf(ξ) :=

∫

ξ

f(x)dµ(x).

Paramétrisons à présent les hyperplans de Rm de la manière suivante :

ξ(ω, r) = {x ∈ Rm | < x, ω >= r}

où r ∈ R et ω est un vecteur normal à ξ.

Remarquons que (ω, r) et (−ω,−r) caractérisent le même hyperplan ξ. On écrira donc

Rf(ξ) = Rf(ω, r) =

∫

<x,ω>=r

f(x)dµ(x)

et on a Rf(ω, r) = Rf(−ω,−r), avec (ω, r) ∈ Sm−1 × R, Sm−1 étant la sphère unité

dans Rm.

On doit aussi considérer l’espace de Schwartz suivant :
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Définition 3.8. L’espace de Schwartz S(Pm) sur l’espace des hyperplans est défini par

S(Pm) :=
{

ϕ ∈ S(Sm−1 × R) | ϕ(ω, r) = ϕ(−ω,−r), ∀(ω, r) ∈ Sm−1 × R
}

,

avec ϕ ∈ S(Sm−1 × R) si et seulement si ϕ est une fonction C∞ telle que

sup
(ω,r)∈Sm−1×R

|(1 + |r|k) dl

drl
(Dϕ)(ω, r)| < +∞

pour tous k, l ∈ N, pour tout opérateur différentiel D sur Sm−1.

La transformée de Radon envoie S(Rm) sur S(Pm). On aimerait que la transformée de

Radon soit une bijection entre les espaces S(Rm) et S(Pm). Malheureusement, ce n’est

pas le cas. Néanmoins, on obtient une bijection si l’on se restreint à certains sous-espaces

de S(Rm) et S(Pm) définis de le manière suivante :

Définitions 3.1. 1. Soit S∗(Rm) l’espace des fonctions f ∈ S(Rm) telles que

∫

Rm

f(x)P (x)dx = 0 pour tout polynôme P.

2. De même, soit S∗(Pm) l’espace des fonctions ϕ ∈ S(Pm) telles que

∫

R
ϕ(ω, r)p(r)dr = 0 pour tout polynôme p sur R,∀ω ∈ Sm−1.

On obtient le résultat suivant, prouvé dans [He] :

Théorème 3.4. La transformée de Radon est une bijection de S∗(Rm) sur S∗(Pm).

Le théorème précédent affirme que pour chaque ϕ ∈ S∗(Pm), il existe une unique

fonction f ∈ S∗(Rm) telle que ϕ = Rf . De plus, f peut être obtenue à partir de ϕ par

une formule d’inversion(voir [He]) :

f(x) =

∫

Sm−1

[ ∫ +∞

0

( ∫ +∞

−∞
e−2πisrRf(ω, r)dr

)
e2πis<x,ω>sm−1ds

]
dω
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=

∫

Sm−1

[ ∫ +∞

0

( ∫ +∞

−∞
e−2πisrϕ(ω, r)dr

)
e2πis<x,ω>sm−1ds

]
dω

=

∫

Sm−1

[ ∫ +∞

0

ϕ̂2(ω, s)sm−1e2πis<x,ω>ds
]
dω

où ϕ̂2 désigne la transformée de Fourier partielle en la deuxième variable. Mais, comme

ϕ ∈ S∗(Pm), ϕ̂2 et toutes ses dérivées partielles par rapport à la seconde variable sont

nulles en s = 0. Donc la fonction ψ définie par

ψ(ω, s) =

{
sn−1ϕ̂2(ω, s) si s ≥ 0

0 si s < 0

est une fonction C∞ et appartient à S(Sm−1 × R).

Finalement

f(x) =

∫

Sm−1

[ ∫ +∞

−∞
ψ(ω, s)e2πis<x,ω>ds

]
dω

=

∫

Sm−1

ψ̂2(ω,− < x, ω >)dω

où ψ̂2 ∈ S(Sm−1 × R).

3.8.2 Preuve du théorème d’inversion de Fourier

Nous allons faire une récurrence sur la dimension de g.

Cas 1. Supposons que dim g = 1.

Alors gb ≡ R pour tout b et il n’existe pas de structure variable. Le résultat est obtenu

par le théorème d’inversion de Fourier classique.

Cas 2. Supposons que dim g = n > 1.

Dans le reste de cette section, on écrira x ·y pour le produit dans Gb à la place de x ·b y.

On utilisera la construction et les définitions précédemment introduites. Considérons

en particulier la nouvelle algèbre de Lie rationnellement variable (r1, E1).
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Rappelons que l’on a posé X = Zk1 , Y = Zj1 (et ceci pour tout b d’après le choix de

Dgen) et Zb = [X,Y ]b. Considérons la fonction Φ : S̃ → S posée dans la définition 3.3

et rappelons que DT,gen = Φ(D̃T̃ ,gen) ∩ D1.

Soit F ∈ Nc(G,DT,gen,Rr) et définissons
˙̃
F ∈ Nc(R1, D̃T̃ ,gen,Rr+2) par

˙̃
F (b, b̃, l̃; s, t, α; ġ1, ġ

′
1) = | < l, [X,Y ]b > | · F (b, l; α; expb((s + t)X) · g1, expb(tX) · g′1),

pour (b, b̃, l̃) ∈ E1 × r∗1, s, t ∈ R, α ∈ Rr, ġ1, ġ
′
1 ∈ R1(b, b̃), où (b, l) = Φ(b, b̃, l̃).

En particulier,
˙̃
F (b, b̃, l̃, ·, ·, ·, ·, ·) ≡ 0 si (b, b̃, l̃) 6∈ D̃T̃ ,gen, comme, dans ce cas, (b, l) 6∈

DT,gen et donc F (b, l, ·, ·, ·) ≡ 0.

Cette fonction est bien définie, car l|<Y,̃b> ≡ 0 et < Y, b̃ > est contenu dans le centre de

p1(b, b̃) et donc dans la polarisation pd(b, b̃). Elle possède la même relation de covariance

que F et est C∞. Elle est bornée, comme F pour les semi-normes appropriées.

Pour chaque (b, b̃) tel que (b, b̃, l̃) ∈ D̃T̃ ,gen pour au moins une forme linéaire l̃, il existe

un compact K(b, b̃) dans VT̃
(b,̃b)

= VT̃ (la section des orbites dans r1(b, b̃)
∗) tel que

0 6∈ K(b, b̃) et
˙̃
F (b, b̃, l̃; ·, ·, ·; ·, ·) ≡ 0 si l̃ 6∈ K(b, b̃).

En effet, soient K(b) le compact de VTb
= VT introduit dans la définition 3.6

et L(b,̃b) = {l ∈ VT | l|<b̃> ≡ 0}, qui est un fermé de VT .

Donc A(b, b̃) = K(b) ∩ L(b,̃b) est un compact de VT et L(b, b̃). De plus l’application

L(b,̃b) → VT̃
(b,̃b)

= VT̃

l 7→ l̃

définie par l̃(ũ) = l(u) pour chaque u ∈ p1(b, b̃) tel que ũ = u mod < Y, b̃ > est une

bijection continue de L(b,̃b) sur VT̃ .

Soit K(b, b̃) l’image de A(b, b̃) par cette application. Donc K(b, b̃) est un compact de

VT̃ tel que 0 6∈ K(b, b̃). Par construction, l̃ ∈ VT̃ \K(b, b̃) implique que l ∈ VT \K(b) et

alors que F (b, l; ·; ·, ·) ≡ 0 et
˙̃
F (b, b̃, l̃; ·, ·, ·; ·, ·) ≡ 0. Ce qui prouve la condition (iii) de

la définition 3.6.

Pour prouver (iv), prenons (b0, b̃0, l̃0) ∈ (E1 × VT̃ ) \ D̃T̃ ,gen.

Soit (b0, l0) = Φ(b0, b̃0, l̃0). D’après le lemme 3.2, (b0, l0) 6∈ DT,gen.
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Donc, par la propriété (iv) de la définition 3.6, il existe V(b0,l0), voisinage ouvert de (b0, l0)

dans B × VT tel que F (b, l, ·, ·, ·) ≡ 0 pour chaque (b, l) ∈ V(b0,l0). D’où Φ−1(V(b0,l0)) est

un voisinage ouvert de (b0, l0) dans E1 × VT̃ .

Soit (b, b̃, l̃) ∈ Φ−1(V(b0,l0)) et posons (b, l) = Φ(b, b̃, l̃).

Alors (b, l) ∈ V(b0,l0) et F (b, l, ·, ·, ·) ≡ 0.

Mais, par définition de
˙̃
F ,

˙̃
F (b, b̃, l̃, ·, ·, ·, ·, ·) ≡ 0.

Ainsi la fonction
˙̃
F satisfait les hypothèses du théorème 3.2.

Notons ˙̃π(b,̃b,l̃) la représentation irréductible unitaire de R1 associée à r∗1, la polarisation

b(b,̃b,l̃) de l̃ dans r1 étant donnée par

b(b,̃b,l̃) = b(b,l) mod < Y, b̃ >= pd(b, l) mod < Y, b̃ >,

où b(b,l) = pd(b, l) est la polarisation de Vergne en l dans g. Alors b(b,̃b,l̃) est la po-

larisation de Vergne en l̃ dans r1 par rapport à la la base donnée. Par hypothèse de

récurrence, il existe f0 ∈ S(R1, E1,Rr+2) tel que l’opérateur ˙̃π(b,̃b,l̃)(f0(b, b̃, s, t, α, ·)) ad-

mette
˙̃
F (b, b̃, l̃; s, t, α; ·, ·) comme noyau par chaque (b, b̃, l̃) ∈ D̃T̃ ,gen.

En particulier, pour chaque (b, b̃) fixé, f0(b, b̃, s, t, α, ·) ∈ S(P1(b, b̃)/expb < Y, b̃ >).

Supposons que Zb 6∈< b̃ >.

Alors < Zj1+1, . . . , Zn > / < b̃ >≡ RZb mod < b̃ > pour tout (b, b̃) et < Y, Zj1+1, . . . , Zn >

/ < b̃ >≡< Y, Zb > mod < b̃ >.

Pour l ∈ L(b,̃b) tel que < l, Zb > 6= 0, posons cl =< l, Zb > (6= 0) et notons χ(b,̃b,l) le

caractère défini sur

exp(b,̃b)

(
< Y, Zj1+1, . . . , Zjn > / < b̃ >

)
≡ expb(< Y,Zb >)

par χ(b,̃b,l)(u) = e
−2πi<l,log

(b,̃b)
u>

.

En particulier, χ(b,̃b,cl)
(expb(rZb)) := χ(b,̃b,l)(expb(rZb)) = e−2πircl .

On définit la fonction f1 par

f1(b, b̃, s, t, α, g1, l) :=

∫

exp
(b,̃b)

(<Zj1+1,...,Zn>/<b̃>)

f0(b, b̃, s, t, α, g1 · z)χ(b,̃b,l)(z)dz
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=

∫

R
f0(b, b̃, s, t, α, g1 · expb(vZb))e

−2πivcldv si Zb 6∈< b̃ >

pour g1 ∈ R1(b, b̃) = exp(b,̃b)r1(b, b̃).

Ecrivons f1(b, b̃, s, t, α; g1, cl) et notons que, pour (b, b̃, s, t, α) fixé,

f1(b, b̃, s, t, α; ·, c) ∈ S(P1(b, b̃)/expb < Y, Zj1+1, . . . , Zn >,χ(b,̃b,c)),

ce qui signifie que c’est une fonction de Schwartz sur P1(b, b̃)/expb < Y,Zj1+1, . . . , Zn >

(pour chaque base fixée), vérifiant la condition de covariance

f1(b, b̃, s, t, α; g1 · expb(yY ) · expb(zZb) · zb̃, c) = e2πiczf1(b, b̃, s, t, α; g1, c)

pour tout zb̃ ∈ expb(< b̃ >),

i.e., la covariance pour le caractère χ(b,̃b,c) = χ(b,̃b,lc)
sur < Y,Zb, b̃ >=< Y, Zj1+1, . . . , Zn >,

où la forme linéaire lc satisfait < lc, Y >=< lc, b̃j >= 0 pour chaque j et < lc, Zb >= c.

Elle est de Schwartz en s, t, α, c et C∞ en b, b̃.

De plus, comme
˙̃
F (b, b̃, l̃, ·, ·, ·; ·, ·) ≡ 0 si l̃ 6∈ K(b, b̃), il existe une constante C(b, b̃) telle

que ˙̃π(b,̃b,l̃)(f0(b, b̃, ·, ·, ·, ·)) ≡ 0 si | < l̃, Z̃b > | = |cl| < C(b, b̃) (comme K(b, b̃) ⊂ D̃T̃ ,gen

est compact et comme < l̃, Z̃b >6= 0 pour l̃ ∈ K(b, b̃)).

Dans ce cas,

˙̃π(b,̃b,l̃)(f0(b, b̃, ·, ·, ·, ·, ·)) =

∫

R1(b,̃b)/expb(RZb)

˙̃π(b,̃b,l̃)(g1)
[ ∫

R
f0(b, b̃, ·, ·, ·, g1expb(zZb))e

−2πiclzdz
]
dġ1 = 0

pour toute forme linéaire l̃ telle que |cl| < C(b, b̃) et donc

f1(b, b̃, ·, ·, ·, g1, cl) =

∫

R
f0(b, b̃, ·, ·, ·, g1 · expb(zZb))e

−2πizcldz = 0, .

Ceci est en particulier vrai si < l, Zb >= cl = 0.

Définissons à présent une fonction R̃F par

R̃F (b, b̃, α, expb(sX) · g1, l) = R̃F (b, b̃, α, expb(sX) · g1, cl) :=

∫

R
f1(b, b̃, s, t, α, g−t

1 , cl)dt

si cl =< l, Zb >, où g−t
1 = expb(−tX) · g1 · expb(tX) et g1 ∈ P1(b, b̃)/expb(< b̃ >).
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Pour g1 = w · expb(yY ) · expb(zZb) mod expb(< b̃ >), le calcul montre que

R̃F (b, b̃, α, expb(sX)·w·expb(yY )·expb(zZb), c) =
1

c
e2πicz

∫

R
f1(b, b̃, s,

t

c
, α, w− t

c , c)e−2πitydt,

si c 6= 0 et R̃F (b, b̃, α, ·, 0) = 0.

Remarquons que pour b, b̃ fixés, on obtient une fonction de Schwartz en α, s, w, y, c,

comme f1(b, b̃, ·, ·, ·; ·, c) ≡ 0 si |c| < C(b, b̃), spécialement si c = 0, et

R̃F (b, b̃, α, ·, c) ∈ S(Gb/expb(Zb, b̃), χ(b,̃b,c)) = S(Gb/expb < Zj1+1, . . . , Zn >,χ(b,̃b,c)),

i.e., elle vérifie la condition de covariance

R̃F (b, b̃, α, g · expb(zZb), c) = e2πiczR̃F (b, b̃, α, g, c)

puisque f1 a cette même propriété.

Finalement on obtient une fonction RF définie par

RF (b, b̃, α, g) :=

∫

R
R̃F (b, b̃, α, expb(sX) · w · expb(yY ) · expb(zZb), c)dc

=

∫

R
R̃F (b, b̃, α, expb(sX) · w · expb(yY ), c)e2πiczdc

si g = expb(sX) · w · expb(yY ) · expb(zZb) mod expb(< b̃ >).

Comme R̃F est de Schwartz en c, RF est de Schwartz en z.

En particulier, pour tout b, b̃, α, RF (b, b̃, α, ·) ∈ S(Gb/ < b̃ >).

Remarquons que
˙̃
F dépend seulement de b, < b̃ > (à la place de b, b̃). Ainsi ceci est vrai

aussi pour f0, f1, R̃F ,RF .

Par construction, RF est C∞ en b, b̃ et de Schwartz en α.

Ainsi, pour b, α fixés, on définit une fonction de Schwartz sur Gb/expb(< b̃ >) pour tout

b̃ tel que Zb 6∈< b̃ >.

Le théorème d’inversion de Fourier implique que

R̂F
Zb

(b, b̃, α, g, c) :=

∫

R
RF (b, b̃, α, g · expb(zZb))e

−2πiczdz = R̃F (b, b̃, α, g, c),
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où R̂F
Zb

désigne la transformée de Fourier dans la direction de Zb.

Soient E , E ′, E1, E ′1 comme dans 4.1. Rappelons que l’on a défini RF (b, b̃, ·, ·) pour tout

(b, b̃) ∈ E ′1, i.e., pour tout (b, b̃) tel qu’il existe au moins une forme linéaire l ∈ g∗ telle

que (b, l) ∈ DT,gen et telle que Zb 6∈< b̃ >.

Définissons

RF (b, b̃, ·, ·) := 0 si Zb ∈< b̃ > .

On doit prouver que cette extension de la fonction RF à E ′ est C∞ en (b, b̃). Pour

obtenir ce résultat, soit (b0, b̃0) ∈ E ′ tel que Zb0 ∈< b̃0 >. On doit montrer qu’il existe

un voisinage ouvert O de (b0, b̃0) tel que RF (b, b̃, ·, ·) ≡ 0 pour tout (b, b̃) ∈ O∩E ′1. Ceci

impliquera que l’extension de RF est C∞ en (b, b̃) autour de (b0, b̃0).

Soit l ∈ g∗ telle que l|<Zj1+1,...,Zn> 6≡ 0 et notons

l|<Zj1+1,...,Zn> = lj1+1Z
∗
j1+1 + · · ·+ lnZ

∗
n.

Ainsi ker(l|<Zj1+1,...,Zn>) est un hyperplan de < Zj1+1, . . . , Zn > qui admet 1√
l2j1+1+···+l2n

(lj1+1, . . . , ln)

(exprimé dans la base Z∗
j1+1, . . . , Z

∗
n) comme vecteur normal unitaire.

En effet (aj1+1, . . . , an) = aj1+1Zj1+1 + · · · + anZn ∈ ker(l|<Zj1+1,...,Zn>) si et seulement

si aj1+1lj1+1 + · · ·+ anln = 0.

Donc

Zb ∈ ker(l|<Zj1+1,...,Zn>) ⇔ (lj1+1, . . . , ln) · Zb = 0

⇔ (lj1+1, . . . , ln) · Zb√
l2j1+1 + · · ·+ l2n‖Zb‖

= 0

où · désigne le produit scalaire et Zb est aussi exprimé dans la base Zj1+1, . . . , Zn.

Considérons

N := {(b, l) ∈ B1 × VT | < l, Zb >= 0}
et (b0, l0) ∈ N tels que kerl0|<Zj1+1,...,Zn> =< b̃0 >. Soit K un voisinage compact de

(b0, l0) ∈ B1 × VT et soit int(K) son intérieur. D’après la définition 3.6 (iv), il existe

pour tout (b1, l1) ∈ N un voisinage ouvert V(b1,l1) dans B1 × VT tel que F (b, l, ·, ·, ·) ≡ 0

pour tout (b, l) ∈ V(b1,l1).



82

Posons

V :=
⋃

(b1,l1)∈N∩K
V(b1,l1).

Alors V est un ouvert de B1 × VT , F (b, l, ·, ·, ·) ≡ 0 pour tout (b, l) ∈ V
et K1 := K ∩ (

(B1 × VT ) \ V)
est compact. Par construction, < l, Zb >6= 0 sur K1.

Définissons maintenant

W := {l ∈ g∗ | l|<Zj1+1,...,Zn> 6≡ 0}

(ouvert de Zariski de g∗) et

f : K ∩W → R

par

f(b, l) :=
∣∣∣ (lj1+1, . . . , ln) · Zb√

l2j1+1 + · · ·+ l2n‖Zb‖

∣∣∣.

Cette fonction f est continue et strictement positive sur le compact K1. Elle représente

le cosinus de l’angle entre les directions de < Zj1+1, . . . , Zn > défini par Zb et par un

vecteur normal à kerl|<Zj1+1,...,Zn>.

Soit

ε := min{f(b, l) | (b, l) ∈ K1}.
Alors ε > 0 et

U := {(b, l) ∈ int(K) ∩W | f(b, l) <
ε

2
}

est un ouvert non vide de B1 × VT , contenu dans K, contenant (b0, l0) car f(b0, l0) = 0.

Posons alors

Ψ : E ′ → B1 × VT

(b, b̃) 7→ (
b, (̃b1 ∧ · · · ∧ b̃m−1)

∗)

où (̃b1 ∧ · · · ∧ b̃m−1)
∗ est défini par

(̃b1 ∧ · · · ∧ b̃m−1)
∗(̃b1 ∧ · · · ∧ b̃m−1) = 1

(̃b1 ∧ · · · ∧ b̃m−1)
∗(̃bj) = 0 pour j = 1, . . .m− 1

(̃b1 ∧ . . . b̃m−1)
∗(Zk) = 0 pour k ≤ j1
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Clairement, (̃b1 ∧ · · · ∧ b̃m−1)
∗ ∈ VT , comme ses coordonnées sont nulles sur les indices

de saut de Pukanszky. Bien sûr, les coordonnées de (̃b1 ∧ · · · ∧ b̃m−1)
∗ dans la base

Z∗
j1+1, . . . Z

∗
n coincident avec les coordonnées de b̃1∧ . . . b̃m−1 dans la base Zj1+1, . . . , Zn.

La fonction Ψ est continue.

Remarquons aussi que ImΨ ∩ U 6= ∅.
En effet, soit l ∈ VT telle que l’angle de Zb0 avec ker(l|<Zj1+1,...,Zn>) est très proche de π

2
,

mais différent de celui-ci, alors 0 < f(b0, l) < ε
2
. Prenons à présent b̃ une base arbitraire

de ker(l|<Zj1+1,...,Zn>).

Donc Zb0 6∈< b̃ >, (̃b1 ∧ . . . b̃m−1)
∗ = kl|<Zj1+1,...,Zn> pour une constante k

et f
(
b0, (̃b1 ∧ · · · ∧ b̃m−1)

∗) = f(b0, l) < ε
2
.

D’où
(
b0, (̃b1 ∧ · · · ∧ b̃m−1)

∗) ∈ U ∩ ImΨ.

Donc O = Ψ−1(U) est un ouvert non vide de E ′, contenant (b0, b̃0)

car f
(
b0, ((̃b0)1 ∧ · · · ∧ (̃b0)m−1)

∗) = 0.

Soit (b, b̃) ∈ O ∩ E ′1, i.e., tel que Zb 6∈< b̃ >. Soit (b, l) = Φ(b, b̃, l̃)

avec l = (̃b1 ∧ · · · ∧ b̃m−1)
∗ ∈ VT et l̃ l’élément correspondant de r∗1 (voir la définition 3.3

pour Φ).

En particulier, (b, l) = Ψ(b, b̃) ∈ U et f(b, l) < ε
2
. Donc (b, l) ∈ K \ K1, i.e., (b, l) ∈ V et

F (b, l, ·, ·, ·) ≡ 0.

Ce qui implique que
˙̃
F (b, b̃, l̃, ·, ·, ·, ·, ·) ≡ 0.

D’où f0(b, b̃, ·, ·, ·, ·) ≡ 0 et RF (b, b̃, ·, ·) ≡ 0, d’après les constructions ci-dessus.

Ce qu’il fallait démontrer.

Supposons encore que Zb 6∈< b̃ >. Soit l̃ ∈ p1(b, b̃)
∗ (l̃ étant choisie dans la section

des orbites) telle que l̃|<b̃> ≡ 0 et < l̃, Y >= 0. Alors les représentations de P1(b, b̃) et

P1(b, b̃)/expb(< b̃ >) induites par le caractère χ(b,̃b,l̃) agissent sur le même espace L2 et

peuvent donc être identifiées.

Notons les π̃(b,̃b,l̃). On obtient, pour c =< l̃, Zb >, pour RF (b, b̃, α, expb(sX)(·)) considérée

comme une fonction sur P1(b, b̃)/ < b̃ >,

π̃(b,̃b,l̃)(RF (b, b̃, α, expb(sX)(·)) =

∫ ∫ ∫
RF (b, b̃, α, expb(sX) · w · expb(yY )

·expb(zZb))π̃(b,̃b,l̃)(w · expb(yY ) · expb(zZb))dẇdydz
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=

∫ ∫ ∫
RF (b, b̃, α, expb(sX) · w · expb(yY )

·expb(zZb))π̃(b,̃b,l̃)(w)e−2πiczdẇdydz

=

∫ ∫
R̃F (b, b̃, α, expb(sX) · w · expb(yY ), c)π̃(b,̃b,l̃)(w)dẇdy

=

∫ ∫ ∫
f1(b, b̃, s, t, α, w−t · expb(yY ) · expb(−ytZb), c)

π̃(b,̃b,l̃)(w)dẇdydt

=

∫ ∫ ∫
f1(b, b̃, s, t, α, w−t, c)e−2πicytπ̃(b,̃b,l̃)(w)dẇdydt.

Soit à présent l ∈ g∗ ∩ VT telle que (b, l) ∈ DT,gen et l|<b̃> ≡ 0.

En particulier, < l,X >=< l, Y >= 0, par le choix des sections d’orbite et c =<

l, Zb >6= 0 comme (b, l) ∈ DT,gen. Soit l̃ la forme linéaire correspondante sur r1(b, b̃) et
˙̃π(b,̃b,l̃) la représentation associée de R1(b, b̃).

Remarquons que π(b,l) peut être considérée comme une représentation de Gb et de

Gb/expb(< b̃ >), car < b̃ > est contenu dans la polarisation en l et car l|<b̃> ≡ 0.

Cette identification sera faite dans les calculs suivants :

(
π(b,l)(RF (b, b̃, α, ·))ξ

)
(s)(g1) =

∫
π̃(b,̃b,l̃)

(
RF (b, b̃, α, expb(s− t)X · (·)t)

)
ξ(t)(g1)dt

=

∫ ∫ ∫ ∫
RF (b, b̃, α, expb(s− t)X · (wexpbyY expbzZb)

t)

π̃(b,̃b,l̃)(w)e−2πiczξ(t)(g1)dẇdydzdt

=

∫ ∫ ∫
R̃F (b, b̃, α, expb(s− t)X · (wexpbyY )t, c)

π̃(b,̃b,l̃)(w)ξ(t)(g1)dẇdydt

=

∫ ∫ ∫ ( ∫
f1(b, b̃, s− t, u, α, (wexpbyY )t−u, c)du

)

π̃(b,̃b,l̃)(w)ξ(t)(g1)dẇdydt

=

∫ ∫ ∫ ∫
f1(b, b̃, s− t, u, α, wt−uexpbyY expb(t− u)yZb, c)

π̃(b,̃b,l̃)(w)ξ(t)(g1)dudẇdydt

=

∫ ∫ ∫ ∫
f1(b, b̃, s− t, u, α, wt−u, c)e2πic(t−u)y

π̃(b,̃b,l̃)(w)ξ(t)(g1)dudẇdydt
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=

∫ ∫ ∫ ∫ ( ∫
f0(b, b̃, s− t, u, α, wt−uexpbrZb)e

−2πicrdr
)

e2πic(t−u)yπ̃(b,̃b,l̃)(w)ξ(t)(g1)dudẇdydt

=
1

|c|
∫ ∫ ∫

f0(b, b̃, s− t, t, α, wexpbrZb)e
−2πicr

π̃(b,̃b,l̃)(w)ξ(t)(g1)dẇdtdr

=
1

|c|
∫ ∫ ∫

f0(b, b̃, s− t, t, α, wexpbrZb)

˙̃π(b,̃b,l̃)(wexpbrZb)ξ(t)(g1)dẇdtdr

=
1

|c|
∫

˙̃π(b,̃b,l̃)

(
f0(b, b̃, s− t, t, α, (·)

)
ξ(t)(ġ1)dt

=
1

|c|
∫ ∫

R1(b,̃b)/P
(b,̃b,̃l)

˙̃
F (b, b̃, l̃, s− t, t, α, ġ1, ġ

′
1)ξ(t)(ġ

′
1)dġ′1dt

=

∫ ∫

P1(b,̃b)/P(b,l)

F (b, l, α, expbsX · g1, expbtX · g′1)

ξ(expbtX · g′1)dġ′1dt

où B(b,̃b,l̃) = exp(b,̃b) b(b,̃b,l̃), B(b,l) = expb b(b,l) et où les polarisations respectives b(b,̃b,l̃) et

b(b,l) vérifient b(b,̃b,l̃) = b(b,l) mod < Y, b̃ >.

On a donc construit une fonction RF (b, b̃, α, ġ), avec ġ ∈ Gb/expb(< b̃ >) pour b, b̃ fixés

avec Zb 6∈< b̃ >, tel que l’opérateur π(b,l)(RF (b, b̃, α, ·)) admette F (b, l, α, ·, ·) comme

noyau pour chaque l telle que l|<b̃> ≡ 0, si π(b,l) est considérée comme une représentation

de Gb/expb(< b̃ >).

A présent nous devons construire une fonction f(b, α, ·) = fb(α)(·) définie sur tout Gb

telle que l’opérateur π(b,l)(fb(α)(·)) admette F (b, l, α, ·, ·) comme noyau pour (b, l) ∈
DT,gen, si π(b,l) est considérée comme une représentation de Gb. Pour ce faire, on va

utiliser la transformée de Radon. Tout d’abord changeons la paramétrisation, pour

obtenir les hypothèses concernant la théorie de la transformée de Radon.

Notons ε(̃b) le signe de Zb · (̃b1 ∧ · · · ∧ b̃m−1) = det(Zb, b̃1, . . . , b̃m−1), dans le cas où

Zb 6∈< b̃ >.

Définissons alors

ωb̃ = ε(̃b)
b̃1 ∧ · · · ∧ b̃m−1

‖b̃1 ∧ · · · ∧ b̃m−1‖
,
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i.e., ωb est le vecteur normal unitaire à l’hyperplan < b̃ > pointant vers le même demi-

plan que Zb.

Posons k(b, b̃) = Zb · ωb̃ où · désigne le produit scalaire.

Alors k(b, b̃) est une fonction C∞ en b, b̃ qui est strictement positive si Zb 6∈< b̃ >.

Chaque élément u de < Zj1+1, . . . , Zn > admet alors deux différentes décompositions :

u = α1b̃1 + · · ·+ αm−1b̃m−1 + αmZb = β1b̃1 + . . . βm−1b̃m−1 + βmωb̃.

D’où

βm = u · ωb̃ = αm(Zb · ωb̃) = αmk(b, b̃)

et

Zb = k(b, b̃)ωb̃ + a(b, b̃)

pour a(b, b̃) ∈< b̃ >, les coordonnées de a(b, b̃) étant des fonctions C∞ en b, b̃.

Définissons maintenant la fonction

g(b,̃b)(α)(ẇ; (ωb̃, r)) :=
1

k(b, b̃)
RF (b, b̃, α, ẇexpb(rωb̃)) =

1

k(b, b̃)
RF (b, b̃, α, ẇexpb(

1

k(b, b̃)
rZb)),

avec ẇ ∈ Gb/ < Zj1+1, . . . , Zn > (exprimé dans une base fixe) et où la dernière égalité

est justifiée par le fait que RF est définie mod expb(< b̃ >) et que a(b, b̃) ∈< b̃ >.

De plus, posons

g(b,̃b)(α)(·) ≡ 0, si Zb ∈< b̃ > .

La fonction g est définie mod < b̃ >, C∞ en b, b̃, Schwartz en ωb̃, ẇ, r, car elle est C∞
en ωb̃ et ωb̃ est bornée.

De plus, comme rωb̃ = (−r)(−ωb̃), on obtient

g(b,̃b)(α)(ẇ; (ωb̃, r)) = g(b,̃b)(α)(ẇ; (−ωb̃,−r)).

Pour pouvoir appliquer le résultat concernant la transformée de Radon (voir [He]), on

doit encore calculer

∫

R
rkg(b,̃b)(α)(ẇ; (ωb̃, r))dr =

∫

R
rk 1

k(b, b̃)
RF (b, b̃, α, ẇexpb(

1

k(b, b̃)
rZb))dr = 0, ∀k ∈ N.
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Ceci est équivalent au fait que

∂k

∂ck
R̂F

Zb
(b, b̃, α, ẇ, c)|c=0 = 0, ∀k ∈ N,

où R̂F
Zb

désigne la transformée de Fourier dans la direction Zb.

Pour la calculer, rappelons que F (b, l, ·, ·, ·) ≡ 0 si l 6∈ K(b), où K(b) est un compact de

VT ne contenant pas 0 et donc, que
˙̃
F (b, b̃, l̃, ·, ·, ·, ·, ·) ≡ 0 si l̃ 6∈ K(b, b̃) et en particulier

si l̃ est dans un certain voisinage de 0.

Ceci implique qu’il existe une constante C(b, b̃) telle que

f1(b, b̃, ·, ·, ·, ·, c) ≡ 0 et R̃F (b, b̃, ·, ·, c) ≡ 0 si |c| < C(b, b̃).

Finalement, comme R̃F (b, b̃, ·, ·, c) = R̂F
Zb

(b, b̃, ·, ·, c), ceci prouve que

∂k

∂ck
R̂F

Zb
(b, b̃, α, ẇ, c)|c=0 = 0, ∀k ∈ N.

D’après les résultats sur la transformée de Radon rappelés dans la section 3.8.1, il existe

une unique fonction f ∈ S(G,B1,Rr) telle que

∫

<b̃>

f(b, α, ẇexpb(rωb̃)expbv)dv =

∫

rω
b̃
+<b̃>

f(b, α, ẇexpbu)du

= g(b,̃b)(α)(ẇ; (ωb̃, r))

=
1

k(b, b̃)
RF (b, b̃, α, ẇexpb(

1

k(b, b̃)
rZb))

Finalement, si ker(l|<Zj1+1,...,Zn>) =< b̃ > et Zb 6∈< b̃ >, en particulier si (b, l) ∈ DT,gen,

π(b,l)

(
f(b, α, · )

)
ξ(g)

=

∫

G/<b̃>

∫

<b̃>

f(b, α, g1v)π(b,l)(g1)ξ(g)dvdġ1 (comme π(b,l)(v) = 1)

=

∫

G/<Zj1+1,...,Zn>

∫

R

∫

<b̃>

f(b, α, g2expb(rωb̃)v)π(b,l)(g2expb(rωb̃))ξ(g)dvdrdġ2
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=

∫

G/<Zj1+1,...,Zn>

∫

R

∫

<b̃>

f(b, α, g2expb(rωb̃)v)π(b,l)

(
g2expb(

1

k(b, b̃)
rZb)

expb(−
1

k(b, b̃)
a(b, b̃)

)
ξ(g)dvdrdġ2

=

∫

G/<Zj1+1,...,Zn>

∫

R

[ ∫

rω
b̃
+<b̃>

f(b, α, g2expbu)du
]

π(b,l)(g2expb(
1

k(b, b̃)
rZb))ξ(g)drdġ2 comme π(b,l)(expb(−

1

k(b, b̃)
a(b, b̃)) = 1

=

∫

G/<Zj1+1,...,Zn>

∫

R
g(b,̃b)(α)(ġ2, (ωb̃, r))π(b,l)(g2expb(

1

k(b, b̃)
rZb))ξ(g)drdġ2

=

∫

G/<Zj1+1,...,Zn>

∫

R

1

k(b, b̃)
RF (b, b̃, α, ġ2expb(

1

k(b, b̃)
rZb))π(b,l)(g2)

π(b,l)(expb(
1

k(b, b̃)
rZb))ξ(g)drdg2

= π(b,l)(RF (b, b̃, α, ·)ξ(g)

=

∫

G/P(b,l)

F (b, l, α, g, g′)ξ(g′)dġ′

Ce qui prouve que f(b, α, ·) est la fonction recherchée.

L’unicité de la fonction f provient du fait que si (b, l) parcourt DT,gen, alors, pour

b fixé, l parcourt un ouvert dense de g∗ ∩ VT . Donc, si on suppose qu’il existe deux

fonctions différentes f1 et f2 telles que π(b,l)(fj)(α) admette F (b, l, α, ·, ·) pour noyau

pour j = 1, 2, pour tout (b, l) ∈ DT,gen et tout α, π(b,l)(f1(b, α, ·)) = π(b,l)(f2(b, α, ·))
sur un ouvert dense de g∗, et ce qui implique que f1(b, α, ·) = f2(b, α, ·) (partout par

continuité). Remarquons finalement que toutes les fonctions construites sont C∞ dans

toutes les variables, car, en particulier, cette propriété est respectée par la construction

de l’inversion de la transformée de Radon. En effet, f ∈ S(G,B1,Rr).

De plus, par construction, l’application F → f est injective et continue par rapport aux

topologies données.

¤



Chapitre 4
Application : décomposition de

l’espace L2 des groupes de Lie

nilpotents

4.1 Introduction

Nous allons utiliser le théorème d’inversion de Fourier énoncé dans le chapitre précédent.

Soit G = exp(g) un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement connexe d’algèbre

de Lie g. On décrit L2(G) comme fermeture d’une somme de sous-espaces invariants

à gauche qui cöıncident avec l’ensemble des solutions faibles, dans L2(G), d’un certain

système d’équations différentielles. La restriction de la représentation régulière gauche

à chacun de ces sous-espaces se désintègre en une intégrale directe de représentations

irréductibles unitaires de multiplicités 0 et 1.

4.2 Relations entre g et un idéal de codimension un

Soit g̃ un idéal de codimension un dans g tel que [g, g] ⊂ g̃ et soit X ∈ g tel que

g = RX ⊕ g̃. Pour chaque l ∈ g∗, posons l̃ = p(l) = l|g̃ la projection de l sur g̃∗.
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Rappelons que les éléments génériques de g∗ sont définis par

P (l) = det
(
< l, [Xi, Xj] >

)
i,j∈S

6= 0.

Comme [g, g] ⊂ g̃, le polynôme P ne dépend pas de la coordonnée de l dans la direction

de X∗. On peut donc le considérer comme un polynôme sur g̃∗, i.e.,

P (l) = P (l|g̃) = P (l̃).

Donc la projection de U sur g̃

p(U) = {l|g̃ | l ∈ g∗ et P (l) 6= 0} = {l̃ ∈ g̃∗ | P (l̃) 6= 0}

est un ouvert de Zariski non vide de g̃∗.

De même, l’ensemble Ũ = g̃∗Puk des éléments génériques de g̃∗ est défini par

P (l̃) = det
(
< l̃, [Xi, Xj] >

)
i,j∈S̃

6= 0

où S̃ est l’ensemble des indices des éléments génériques de g̃.

Donc Ũ1 = p(U) ∩ Ũ est un ouvert dense de Zariski de g̃∗.

On doit distinguer les deux cas suivants :

Cas I : Saturation des orbites

Pour chaque l ∈ g∗Puk,

g̃ + g(l)  g.

Dans ce cas,

g(l) ⊂ g̃(l̃) ⊂ g̃

et, pour l̃ = l|g̃, la projection de l’orbite p(Ωl) est une réunion disjointe
⋃

t∈R
(Ad∗ exp(tX))Ωl̃

de différentes Ad∗G̃-orbites dans g̃∗. L’orbite Ωl dans g∗ est p-saturée, i.e.,

Ωl = p−1(p(Ωl)) = p−1(Ωl̃).
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Cas II : Non saturation des orbites

Pour l ∈ g∗Puk,

g̃ + g(l) = g.

Dans ce cas,

g(l) 6⊂ g̃,

la projection de l’orbite p(Ωl) est une seule Ad∗G̃-orbite Ωl̃ et p : Ωl → Ωl̃ est une

bijection.

Pour les détails consulter [C-G].

Dans la suite, on notera ces différents cas de saturation : cas I et cas II.

Si nous choisissons notre suite de Jordan-Hölder passant par l’idéal g̃, c’est-à-dire,

gn−1 = g̃ et posons X = Xn, alors le cas I signifie que n est un indice de saut pour

chaque l ∈ g∗Puk et le cas II signifie qu’aucune forme linéaire l ∈ g∗Puk n’admet n comme

indice de saut, car tous les éléments de g∗Puk ont mêmes indices de saut.

Dans le cas I, chaque polarisation b̃(l̃) en l̃ dans g̃ est aussi une polarisation en l dans

g, notée b(l) = b̃(l̃).

Si on note B(l) = exp(b(l)) ⊂ G et B̃(l̃) = exp(b̃(l̃)) ⊂ G̃, B(l) = B̃(l̃) ⊂ G̃ ⊂ G.

Alors χl et χl̃ définis par χl(x) = χl̃(x) = e−2πi<l,log x> pour chaque x ∈ B(l) = B̃(l̃)

sont des caractères unitaires sur B(l) ⊂ G, resp. B̃(l̃) ⊂ G̃.

Si on écrit πl = indG
B(l)χl et πl̃ = indG̃

P̃ (l̃)
χl̃ pour les représentations unitaires correspon-

dantes, alors πl est unitairement équivalente à π̃l définie par

π̃l = indG
G̃

(
indG̃

P̃ (l̃)
χl̃

)
= indG

G̃
πl̃.

L’équivalence unitaire est obtenue de la manière suivante :

soient Hπl
et Hπ

l̃
les espaces de représentation de πl et πl̃ respectivement. L’espace de

représentation de π̃l peut alors être identifié à L2(R,Hπ
l̃
), muni de la bonne condition

de covariance, et l’équivalence unitaire de πl et π̃l est obtenue par

U : Hπl
→ Hπ̃l

ξ 7→ ξ̃

définie par

ξ̃(x)(g̃) = ξ̃(x, g̃) = ξ
(

exp(xX) · g̃
)
, ∀x ∈ R,∀g̃ ∈ G̃,
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ou, plus généralement,

ξ̃
(

exp(xX) · g̃1

)
(g̃) = ξ

(
exp(xX) · g̃1g̃

)
, ∀x ∈ R, ∀g̃1, g̃ ∈ G̃.

Alors ξ̃ est bien définie et vérifie la bonne covariance. On identifiera très souvent πl et

π̃l.

Nous allons donner l’expression de la représentation dπ̃l restreinte à l’algèbre de Lie g̃

et l’algèbre enveloppante U(g̃), i.e., l’algèbre tensorielle de g̃ modulo l’idéal engendré

par les tenseurs de la forme

X ⊗ Y − Y ⊗X − [X,Y ] avec X, Y ∈ g̃.

dπ̃l(U)ξ̃(t, g̃) = dπl(U)ξ(exp(tX) · g̃)

=
d

ds
ξ(exp(−sU) exp(tX) · g̃)|s=0

=
d

ds
ξ̃
(
t, exp(−sAd(exp(−tX))U) · g̃)|s=0

= dπl̃(Ad(exp(−tX))U)ξ̃(t, ·)(g̃)

pour tout U ∈ g̃.

La formule

dπ̃l(U)ξ̃(t, g̃) = dπl̃(Ad(exp(−tX))U)ξ̃(t, ·)(g̃)

devient alors vraie pour tout U ∈ U(g̃).

Dans le cas II on a, d’après [C-G], pour l ∈ g∗Puk = U :

g̃ + g(l) = g

g̃(l̃) ( g(l)

D’après [C-G] on sait aussi que dans ce cas, pour chaque polarisation b = b(l) en un

élément l ∈ U , b̃ = b ∩ g̃ est une polarisation en l̃ dans g̃, b = b̃ + g(l) et b̃ = b̃(l̃) est

de codimension un dans b(l).

Finalement, d’après [C-G],

πl̃ ' πl|G̃



93

où

πl̃ = indG̃
B̃
χl̃ et πl = indG

Bχl.

4.3 Polarisations et bases

Tout d’abord, rappelons que

gk =< X1, . . . , Xk >

est un idéal dans g pour tout k ∈ {1, . . . , n}.
Notons lk = l|gk

et

gk(lk) = {U ∈ gk | < l, [U, gk] >= {0} }.

Alors

b(l) =
n∑

j=1

gj(lj)

est la polarisation de Vergne pour l dans g et

bk(lk) =
k∑

j=1

gj(lj)

est la polarisation de Vergne pour lk = l|gk
dans gk, la suite de Jordan-Hölder étant

toujours fixée.

Supposons que k n’est pas un indice de saut, i.e.,

gk−1 + g(l) = gk + g(l).

Il est facile alors de montrer que

gk−1 + gk(lk) = gk + gk(lk) = gk.

Pour passer de gk−1 à gk nous sommes dans le cas II. Les polarisations de Vergne

correspondantes vérifient bk(lk) = bk−1(lk−1) + bk(kk), leur dimension augmente de un
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et on peut choisir la même base coexponentielle à bk−1(lk−1) dans gk−1 et à bk(lk) dans

gk.

Si k est un indice de saut, i.e.,

gk−1 + g(l)  gk + g(l),

alors deux situations sont possibles :

(i) Ou bien on a

gk−1 + gk(lk) = gk + gk(lk) = gk.

On obtient alors les mêmes conclusions que précédemment.

(ii) L’autre possibilité étant

gk−1 + gk(lk)  gk + gk(lk) = gk.

Pour passer de gk−1 à gk, on se retrouve dans le cas I. On a gk(lk) ⊂ gk−1(lk−1) et

les polarisations de Vergne vérifient bk−1(lk−1) = bk(lk). On doit ajouter Xk à la base

coexponentielle à bk−1(lk−1) dans gk−1 pour obtenir une base coexponentielle à bk(lk)

dans gk.

Remarquons que dans ce cas Xk /∈ br(lr) =
r∑

j=1

gj(lj) pour chaque r ≥ k et que donc

Xk peut être mis dans la base coexponentielle à br(lr) dans gr.

En particulier, Xk peut être placé dans la base complémentaire à b(l) dans g. En fait,

comme bk−1(lk−1) = bk(lk), Xk /∈ bk(lk). Alors < l, [Xk, bk(lk)] >6= 0.

Sinon b′k = bk(lk) + RXk vérifierait aussi < l, [b′k, b
′
k] >= 0 et bk(lk) ne serait pas

une polarisation. Donc, il existe Yk ∈ bk(lk) ⊂ br(lr) tel que < l, [Xk, Yk] >6= 0. D’où

Xk /∈ br(lr), comme br(lr) est une polarisation en lr dans br.

4.4 Restriction du choix des formes linéaires

Finalement, on doit restreindre le choix des éléments l ∈ g∗. En fait, dans la deuxième

section de ce chapitre, on a vu que si P1, . . . , Pn sont les différents polynômes tels que

l’ensemble (gk)
∗
Puk des éléments génériques (au sens de Pukanszky) f de g∗k sont donnés
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par Pk(f) 6= 0, alors, pour pouvoir effectuer correctement les différentes étapes de la

récurrence, on doit se restreindre à

V = { l ∈ g∗ | l|gk
∈ (gk)

∗
Puk,∀k } (4.1)

= { l ∈ g∗ | Pk(lk) 6= 0, ∀1 ≤ k ≤ n } (4.2)

= { l ∈ g∗ |
n∏

k=1

Pk(l|gk
) 6= 0 } (4.3)

⊂ g∗Puk (4.4)

Les polynômes Pk peuvent être bien sûr considérés comme des polynômes sur g∗ qui ne

dépendent pas des coordonnées dans les directions de X∗
k+1, . . . , X

∗
n

et même X∗
k , X∗

k+1, . . . , X
∗
n. Donc V est un ouvert de Zariski de g∗. De plus, par définition

de V , si l ∈ V , alors lk = l|gk
∈ (gk)

∗
Puk pour chaque k. Comme les différents gk sont des

idéaux, l’algèbre g et le groupe G agissent sur gk et g∗k par ad, Ad, respectivement ad∗,
Ad∗. Comme les idéaux gk forment une suite de Jordan-Hölder, on montre classiquement

que chaque polynôme Pk est G-invariant, comme l’est aussi l’ouvert de Zariski V .

Pour les éléments de cet ouvert de Zariski V , on doit faire les choix suivants : Etant

donnée la base fixe {X1, . . . , Xn} comme dans la section 1, l ∈ V , on associe à l sa

polarisation de Vergne b(l) =
n∑

j=1

bj(lj).

Si S représente l’ensemble des indices de saut pour les orbites génériques, posons

R = { k ∈ S | gk−1 + gk(lk)  gk + gk(lk) = gk, pour chaque l ∈ V , lk = l|gk
}.

L’ensemble R est indépendant du choix de l dans V , comme toutes les formes linéaires

lk sont génériques dans g∗k et tous éléments génériques ont mêmes indices de saut. On

prend donc

{Xk | k ∈ R} = {Xi1 , Xi2 , . . . , Xid}
comme base complémentaire à b(l) dans g. Cette base ne dépend pas du choix de l ∈ V .

On peut ainsi identifier les espaces de représentation Hπl
= L2(G/B(l), χl) avec L2(Rd)

et H∞
πl

= S(G/B(l), χl) avec S(Rd) par rapport à la même base pour chaque l ∈ V ,

seule la covariance dépend de l.

Remarquons enfin que l’indice d est bien choisi, car la dimension de g/b(l) est la moitié

de la dimension de l’orbite coadjointe passant par l.
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4.5 Un résultat important

Dans un premier temps, donnons quelques définitions :

Définition 4.1. Soit U un ensemble ouvert de g∗. Une application

U → S(Rd)

l 7→ ξl

est dite C∞ si les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) Pour chaque x ∈ Rd fixé, l’application l 7→ ξl(x) est une fonction C∞ de U dans C.

(ii) Pour chaque opérateur différentiel de la forme Dα
l = ∂α1

∂l1
α1 · · · ∂αn

∂ln
αn où α = (α1, . . . , αn),

pour chaque l ∈ U fixée, la fonction Dα
l ξl(·) est dans S(Rd).

(iii) Les applications

U → S(Rd)

l 7→ Dα
l ξl

sont continues.

On a le théorème principal suivant :

Théorème 4.1. Soit G = exp(g) un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement

connexe. On utilisera les notations et les choix des sections précédentes. En particulier

les espaces Hπl
et H∞

πl
seront identifiés avec L2(Rd) et S(Rd) respectivement. Soit

d = max{ dim(g/b) | ∃l ∈ g∗ tel que b = b(l) est une polarisation en l dans g }.

(i) Il est possible de construire des ouverts Aε de g∗ pour chaque ε ∈ {−1, 1}d de la

manière suivante :

Il existe des polynômes réels non nuls, G-invariants, R1, . . . , Rd, il existe un ouvert

dense de Zariski G-invariant

W = {l ∈ V | Rj(l) 6= 0, 1 ≤ j ≤ d}
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dans g∗. On peut décomposer W en l’union disjointe suivante :

W =
⊔

ε∈{−1,1}d

Aε

où les ensembles Aε sont des ouverts G-invariants définis par

Aε = { l ∈ W | εjRj(l) > 0, 1 ≤ j ≤ d }.

Certains de ces ensembles Aε peuvent être éventuellement vides.

(ii) S’étant fixé ε tel que Aε 6= ∅, il existe V1 = V1,ε, . . . , Vd = Vd,ε ∈ U(g) et il existe

une application C∞

Aε → S(Rd)

l 7→ ξl

où ξl ∈ S(Rd) ≡ H∞
πl

tel que

ξl 6= 0, ∀l ∈ Aε

et

dπl(Vj)ξl = 0, ∀j ∈ {1, . . . , d},∀l ∈ Aε.

(iii) Pour chaque k ∈ {1, . . . , d}, il existe une application C∞

Aε → S(Rd)

l 7→ ζl,k

où

ζk,l 6= 0, ∀l ∈ Aε,∀k ∈ {1, . . . , d}
dπl(Vj)ζl,k = 0 si j 6= k, ∀l ∈ Aε

dπl(Vk)ζl,k 6= 0, ∀l ∈ Aε.

(iv) L’élément Vd de l’algèbre enveloppante est de la forme

Vd = Xjd
− iεdYjd

où Xjd
est le dernier élément de la base de g/b(l), Yjd

∈ ZU(gjd−1) et Zjd
= [Xjd

, Yjd
] ∈

ZU(g).
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(v) Pour chaque l ∈ Aε,
d⋂

j=1

Kerdπl(Vj) = Cξl

et, pour l ∈ W \ Aε,
d⋂

j=1

Kerdπl(Vj) = {0}.

(vi) Les fonctions ξl, considérées comme des éléments de H∞
πl

, vérifient les relations de

compatibilité suivantes :

ξAd∗(u)(l)(x) = ξl(x · u), ∀l ∈ W ,∀u ∈ G.

Cela signifie que la fonction ξl est transformée en une fonction ξAd∗(u)(l) par l’opérateur

d’entrelacement donnant l’équivalence unitaire entre πl et πAd∗(u)(l).

Démonstration. On démontre ce résultat par récurrence, les sections suivantes détailleront

cette preuve.

Remarque. Pour ε ∈ {−1, 1}d fixé, les éléments V1, . . . , Vd ∈ U(g) du théorème

précédent sont construits à l’aide d’un algorithme fixé. Ils dépendent du choix de ε.

Si on voulait être tout à fait précis, il faudrait écrire V1,ε, . . . , Vd,ε.

4.6 Le groupe de Heisenberg

La première étape de la récurrence consiste en l’étude du cas particulier du groupe

de Heisenberg H1. Ceci a été étudié en détail dans [L-M]. Rappelons uniquement les

résultats principaux de cette étude. Soient < X, Y, Z > les générateurs de l’algèbre de

Lie h1 de H1 munis du crochet [X, Y ] = Z.

Pour chaque λ ∈ R \ {0}, posons lλ = λZ∗ ∈ h∗1. L’orbite coadjointe passant par

lλ est le plan horizontal passant par (0, 0, λ) et une polarisation en lλ dans h∗1 est

donnée par bλ = RY + RZ. Soit Bλ = exp(bλ). L’orbite en lλ est associée à la classe

d’équivalence de représentation unitaire irréductible de dimension infinie πλ = indH1
Bλ

χlλ ,

où χlλ

(
exp(yY ) exp(zZ)

)
= e−2πiλz, par l’application de Kirillov.
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AinsiW coincide avec RX∗+RY ∗+R∗Z∗, d = 1, R(aX∗+bY ∗+λZ∗) = −λ, ε ∈ {−1, 1}.
Pour ε = 1, Aε = A1 = {aX∗ + bY ∗ + λZ∗ | λ < 0} et Vε = V1 = X − iY .

Si l = λZ∗, la fonction ξl = ξλ ∈ S(R) ≡ H∞
λ est donnée par

ξλ(s) = eπλs2

.

Elle est définie sur le reste de l’orbite en lλ par la formule

ξAd∗(u)(lλ)(s) = ξλ(exp(sX) · u), ∀s ∈ R,∀u ∈ H1,

en utilisant la relation de covariance.

De même pour ε = −1, où l’on doit prendre Aε = A−1 = {aX∗ + bY ∗ + λZ∗ | λ > 0},
Vε = V−1 = X + iY et

ξλ(s) = e−πλs2

.

Voir [L-M] pour plus détails.

4.7 La situation de Kirillov généralisée

Supposons que n = j2d est un indice de saut, i.e.,

gn−1 + g(l)  gn + g(l) = g + g(l) = g, ∀l ∈ V .

Alors n ∈ R et on se trouve dans le cas I pour le passage de gn−1 à gn = g.

Posons encore g̃ = gn−1 et l̃ = ln−1 = l|g̃.
Notons aussi S̃ l’ensemble des indices de saut de g̃

et Ṽ = p(V) = { l̃ ∈ g̃∗ | ∃l ∈ V tel que l|g̃ = l̃ }.
Comme la dimension de chaque orbite est paire, le nombre des indices de saut doit

forcément être aussi pair. Comme, de plus, g(l) est de codimension un dans g̃(l̃), il n’y

a qu’un seul indice de saut jr pour les éléments génériques dans g∗ différents de n, qui

n’est pas un indice de saut pour les éléments génériques dans g̃. Cet indice doit être le

même pour tout l ∈ V . Donc S̃ = S \ {jr, n} et

P̃ (l̃) = det
(
< l̃, [Xi, Xj] >

)
i,j∈S\{jr,n}.
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Rappelons que P̃ (l̃), Ṽ = p(V) et g̃∗ sont Ad∗G-invariants. En particulier, si l̃ est un

élément générique de g̃∗ (respectivement si l̃ ∈ Ṽ), c’est aussi le cas pour Ad∗(exp(tX))(l̃),

pour chaque t ∈ R.

4.7.1 Les polynômes invariants

Tout d’abord, prouvons qu’il existe sur g̃∗ une fonction polynômiale R̃ qui est Ad∗G̃-

invariante, mais qui n’est pas Ad∗G-invariante.

Nous savons que les orbites des éléments de Ṽ dans g̃∗ sont décrites par une fonction

Q̃(l̃, t) =
n−1∑
i=1

Q̃i(l̃, t)X
∗
i .

Comme jr n’est pas un indice de saut pour (l̃, g̃∗), on a

Q̃jr(l̃, t) = l̃jr + R̃jr(l̃1, . . . , l̃jr−1, t1, . . . , ti)

où i < r et R̃jr est rationnelle.

De plus, il existe N suffisamment grand tel que la fonction

P̃N(l̃)R̃jr(l̃, t)

est un polynôme en l̃ et t. Ici P̃ est Ad∗G-invariant et R̃jr est Ad∗G̃-invariant. Ainsi

P̃N(l̃)R̃jr(l̃, t) est Ad∗G̃-invariant.

Supposons à présent que pour chaque t ∈ R2d−2, la fonction P̃N(l̃)R̃jr(l̃, t) est aussi

Ad∗G- invariante, en particulier que

R̃jr(Ad∗(exp sX)l̃, t) = R̃jr(l̃, t), ∀s ∈ R.

D’où, pour chaque forme linéaire l ∈ V telle que p(l) = l̃, p(Ωl) =
⋃

s∈R
Ad∗(exp(sX))l̃ ne

peut être saturée dans la direction de X∗
jr

.

D’autre part, comme jr est un indice de saut pour (l, g), Ωl et p(Ωl) doivent être saturées

dans la direction de X∗
jr

. Cette contradiction montre qu’il existe un certain t0 ∈ R2d−2

tel que

R̃(l̃) = PN(l̃)R̃jr(l̃, t
0)
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est un polynôme Ad∗G̃-invariant, qui n’est pas Ad∗G-invariant.

Par construction, ce polynôme est défini sur un ouvert dense Ṽ de g̃∗. Mais il peut bien

sûr être étendu à g̃∗ tout entier et devient alors Ad∗G̃-invariant, par continuité.

4.7.2 Le centre de l’algèbre enveloppante

Pour les détails concernant ce qui suit voir [C-G].

Soit {X1, X2, . . . , Xn} une base de g. Tout d’abord, fixons les notations.

Désignons par S(g) l’algèbre symétrique de g, i. e. l’algèbre tensorielle de g modulo

l’idéal engendré par les tenseurs de la forme

X ⊗ Y − Y ⊗X avec X, Y ∈ g.

On peut aussi la considérer comme l’algèbre commutative des polynômes en X1, X2, . . . , Xn.

Notons U(g) l’algèbre enveloppante de g.

Il existe un isomorphisme linéaire entre S(g) et U(g) défini par

S(Y1 · · ·Yr) =
1

r!

∑

σ∈S(r)

Yσ(1) · · ·Yσ(r),

où S(r) est le groupe symétrique sur {1, 2, . . . , r}. On l’appelle l’application de

symétrisation.

Dans la partie gauche de cette égalité, le produit est effectué dans S(g) alors que dans

la partie droite le produit se fait dans U(g). Le groupe G et l’algèbre g agissent d’une

manière évidente sur S(g) et U(g). Ces actions seront encore notées par Ad et ad.

On a alors Ad ◦ S = S ◦ Ad.

Notons

N(g) = {P ∈ S(g) | (adX)P = 0,∀X ∈ g}
et

ZU(g) = {A ∈ U(g) | (adX)A = XA− AX = 0,∀X ∈ g}
pour le centre de U(g). Alors S|N(g) est un isomorphisme d’algèbres sur ZU(g).

Pour chaque Y ∈ g définissons

fY (l) =< l, Y >, ∀l ∈ g∗.
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Si on note xi = fXi
pour les vecteurs de base X1, X2, . . . , Xn, chaque polynôme f ∈ C[g∗]

peut s’écrire d’une manière unique sous la forme

f =
∑

α

cαxα où, pour α = (α1, α2, . . . , αn), xα = xα1
1 xα2

2 · · · xαn
n .

Ce polynôme correspond bien sûr à l’élément
∑

α

cαXα de S(g), de plus S(g) et C[g∗]

peuvent être identifiés.

Finalement, grâce à l’isomorphisme linéaire entre S(g) et U(g) donné par l’application

de symétrisation, on obtient une bijection entre U(g) et C[g∗], notée

W ∈ U(g) 7→ PW ∈ C[g∗].

Si l’action de G sur C[g∗] est définie par

(Adg)f(l) = f(Ad∗(g−1)l),

on voit que

(Adg)PW = P
(Adg)W

.

Définissons

C[g∗]G = {f ∈ C[g∗] | (adX)f = 0,∀X ∈ g} = {f ∈ C[g∗] | (Adg)f = f, ∀g ∈ G}

l’algèbre des polynômes AdG-invariants sur g∗.

Donc N(g), ZU(g) et C[g∗]G sont isomorphes d’après les relations expliquées précédemment.

Soient à présent W ∈ ZU(g) et πl ∈ Ĝ. Alors dπl(W ) est scalaire sur H∞
πl

et

dπl(W ) = PW (−2πil)I.

Etant donné que g̃ est un idéal de g, on peut considérer U(g̃) comme un sous-ensemble

G-invariant de U(g).

On a les mêmes considérations pour S(g̃) et S(g).

De plus, les polynômes sur g̃∗ peuvent être identifiés avec les polynômes sur g∗, qui ne

dépendent pas de la composante ln =< l, Xn >.
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On a ainsi, C[g̃∗] ⊂ C[g∗].

En particulier, pour W ∈ U(g̃), notons PW aussi bien le polynôme associé à W dans

C[g̃∗], que dans C[g∗].

Comme g̃ est un idéal dans g, le groupe G agit sur C[g̃∗] comme sur C[g∗].

Rappelons qu’il existe R̃ ∈ C[g̃∗] ⊂ C[g∗] qui est Ad∗G̃-invariant, mais pas Ad∗G-

invariant. Donc il existe W ∈ ZU(g̃) tel que R̃ = PW et W /∈ ZU(g).

Ceci implique en particulier que [X, W ] 6= 0.

Il est facile de voir que [X,W ] ∈ ZU(g̃). Si [X,W ] ∈ ZU(g), on pose Y = W et

0 6= Z = [X,W ] ∈ ZU(g). Sinon on remplace W par [X, W ] et on répète l’argument

précédent.

Compte tenu de la nilpotence, on trouve après un nombre fini d’étapes 0 6= W̃ =

[X, . . . , [X, W ] . . . ] ∈ ZU(g̃) tel que W̃ /∈ ZU(g) et 0 6= [X, W̃ ] ∈ ZU(g).

On pose alors Y = W̃ ∈ ZU(g̃), 0 6= Z = [X, W̃ ] ∈ ZU(g) et on a

[X, Y ] = Z.

Cette dernière relation nous place dans une situation de Kirillov généralisée.

Comme [X, Y ] ∈ ZU(g),

[X, Ad(exp(sX))Y ] = [X,Y + sZ] = [X,Y ] = Z, ∀s ∈ R,

Ad(exp(sX))Y = Y +sZ ∈ ZU(g̃) et on doit remplacer Y par Ad(exp(sX))Y = Y +sZ

avec un certain s approprié.

De plus,

Ad(exp(tX))PY = PAd(exp(tX))Y
= PY +tZ , ∀t ∈ R,

et

dπl̃(Y ) = PY (−2πil̃)I, ∀l̃ ∈ g̃∗.

Donc on a pour l ∈ g∗ et l̃ = l|g̃,

dπ̃l(Y )ξ̃(t, g̃) = dπl̃

(
Ad(exp(−tX))Y

)
ξ̃(t, ·)(g̃)

= PAd(exp(−tX))Y
(−2πil̃)ξ̃(t, ·)(g̃)

= PY−tZ(−2πil̃)ξ̃(t, ·)(g̃)
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= PY

(−2πiAd∗(exp tX)(l̃)
)
ξ̃(t, ·)(g̃).

Comme les actions sont nilpotentes,

Q(t, l̃) := PY

(−2πiAd∗(exp tX)(l̃)
)

est un polynôme en t et l̃. De plus, il est G̃-invariant, comme PY est G̃-invariant et

Q(t, Ad∗(g̃)l̃) = PY

(−2πiAd∗(exp(tX))Ad∗(g̃)(l̃)
)

= PY

(−2πi[Ad∗(exp(tX) · g̃ · exp(−tX))][Ad∗(exp(tX))(l̃)]
)

= PY

(−2πiAd∗(exp(tX))(l̃)
)

= Q(t, l̃),

comme Ad∗(exp(tX) · g̃ · exp(−tX)) ∈ G̃. D’autre part le polynôme Q n’est pas G-

invariant, en effet, dans ce cas PY serait aussi G-invariant et Y appartiendrait à ZU(g),

ce qui n’est pas le cas.

Le polynôme Q peut être caractérisé d’une manière plus précise :

Comme [X, Y ] = Z ∈ ZU(g),

dπ̃l([X, Y ])ξ̃(t, g̃) = dπl([X, Y ])ξ

(
exp(tX) · g̃

)

= P[X,Y ](−2πil)ξ

(
exp(tX) · g̃

)

= P[X,Y ](−2πil)ξ̃(t, g̃),

où P[X,Y ] est un polynôme G-invariant, indépendant de t.

D’autre part,

dπ̃l([X,Y ]) = dπ̃l(X)dπ̃l(Y )− dπ̃l(Y )dπ̃l(X)

avec

dπ̃l(Y )ξ̃(t, g̃) = Q(t, l̃)ξ̃(t, g̃)

dπ̃l(X)ξ̃(t, g̃) =
d

ds
ξ(exp (−sX) exp(tX)g̃)|s=0

= −∂ξ̃

∂t
(t, g̃).
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Ainsi

dπ̃l([X, Y ])ξ̃(t, g̃) = − ∂

∂t
[Q(t, l̃)ξ̃(t, g̃)]−Q(t, l̃)

(− ∂

∂t
ξ̃(t, g̃)

)

= −∂Q

∂t
(t, l̃)ξ̃(t, g̃).

Ce qui implique que

P[X,Y ](−2πil) = −∂Q

∂t
(t, l̃), l̃ = l|g̃

est G-invariant et indépendant de t.

Le polynôme Q est par conséquent de degré 1 en t et est de la forme

Q(t, l̃) = Q0(l̃) + Q1(l̃)t,

où Q0 et Q1 sont des polynômes G̃-invariants et où Q1 est de plus G-invariant.

Le polynôme Q0 ne peut pas être G-invariant, en effet, dans ce cas Q et PY seraient

aussi G-invariants.

Le polynôme Q1(l̃) n’est pas identiquement nul. Sinon Q(t, l̃) = PY (−2πiAd∗(exp(tX))(l̃))

serait indépendant de t et PY serait G-invariant, ce qui n’est pas le cas.

Posons

Ṽ = {l̃ ∈ p(V) | Q1(l̃) 6= 0}.
Alors Ṽ est un ouvert de Zariski dense G-invariant de g̃∗.

Comme Z ∈ ZU(g),

dπl(Z) = PZ(−2πil)I = P[X,Y ](−2πil)I = −Q1(l̃)I.

De plus, Z ∈ ZU(g̃) et donc

dπl̃(Z) = PZ(−2πil̃)I = −Q1(l̃)I,

car on a le même polynôme associé à Z dans C[g∗] et dans C[g̃∗].

Les éléments Y et Z de U(g) peuvent être choisis anti-hermitiens et tels que le polynôme

Q1(l̃) soit non nul et imaginaire pur pour chaque l̃.
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En effet, rappelons que

X∗ = −X (comme X ∈ g)

([U, V ])∗ = −[U∗, V ∗], ∀ U, V ∈ U(g)

et ainsi

[X, Y ∗] = Z∗

[X,
1

2
(Y + Y ∗] =

1

2
(Z + Z∗)

[X,
1

2i
(Y − Y ∗)] =

1

2i
(Z − Z∗).

Donc 1
2
(Z + Z∗) et 1

2i
(Z − Z∗) sont des éléments auto-adjoints de ZU(g).

Un d’entre eux au moins est non nul, car Z 6= 0.

Si 1
2
(Z + Z∗) 6= 0, alors 1

2
(Y + Y ∗) 6= 0 et P 1

2
(Y +Y ∗) 6≡ 0 car, pour chaque l̃ ∈ p(V),

ouvert dense de g̃∗, on a

dπl̃

(1

2
(Y + Y ∗)

)
= P 1

2
(Y +Y ∗)(−2πil̃) · I.

Comme, en général, PU∗(−2πil̃) = PU(−2πil̃) pour chaque U ∈ U(g̃), pour chaque

l̃ ∈ g̃∗, et comme 1
2
(Y + Y ∗) est un élément auto-adjoint de U(g̃), P 1

2
(Y +Y ∗)(−2πil̃) doit

être réel. Dans ce cas, on remplace Y par i
2
(Y + Y ∗) et Z par i

2
(Z + Z∗).

On les appellera encore Y et Z.

Ceci prouve que dans ce cas on peut supposer Y, Z anti-hermitiens et PY (−2πil̃) ima-

ginaire pur pour chaque l̃, comme P−2πiW = −2πiPW pour tout W ∈ ZU(g̃).

Si 1
2i

(Z − Z∗) 6= 0, on procède de la même manière.

Ainsi, dans la suite on supposera que Y est anti-hermitien tel que PY (−2πil̃) soit

imaginaire pur.

Donc

Q(t, l̃) = PY (−2πiAd∗(exp tX)(l̃)) = Q0(l̃) + Q1(l̃)t

est imaginaire pur pour tout t et tout l̃.

D’où Q0(l̃) (si non nul) et Q1(l̃) sont imaginaires purs pour tout l̃.

Remarquons que si Y, Z ∈ g (comme dans le cas du groupe de Heisenberg), alors ils

sont anti-hermitiens et PY (−2πil), Q0(l̃) (si non nuls), Q1(l̃) sont en effet imaginaires
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purs.

Le polynôme Q1 défini dans la section précédente est un polynôme sur g̃∗, qui est

invariant pour l’action de G sur g̃∗. Mais il peut aussi être considéré comme un polynôme

sur g∗ qui ne dépend pas de la dernière coordonnée, en définissant Q1(l) = Q1(l̃), où

l̃ = p(l) = l|g̃.
Il est facile de montrer que pour chaque g ∈ G,

p
[
Ad∗(g)(l)

]
=

[
Ad∗(g)(l)

]
|g̃ = Ad∗(g)(l̃) = Ad∗(g)(p(l)),

où Ad∗(g) désigne l’action de G sur g∗ du côté gauche et l’action de G sur g̃∗ du côté

droit.

Ainsi

Q1(Ad∗(g)(l)) = Q1

(
[Ad∗(g)(l)]|g̃

)

= Q1

(
Ad∗(g)(l̃)

)

= Q1(l̃)

= Q1(l),

i.e., Q1 est G-invariant, même si on le considère comme un polynôme sur g∗.

Etudions plus précisément le centre le l’algèbre enveloppante.

Pour tout k ∈ R = {i1, . . . , id}, il existe Yk ∈ ZU(gk−1) tel que

0 6= Zk = [Xk, Yk] ∈ ZU(gk).

On doit prouver que l’on peut en fait prendre Yk ∈ ZU(gk−1) tel que

0 6= Zk = [Xk, Yk] ∈ ZU(g).

Pour ce faire, remarquons les faits suivants :

(i) Comme g est nilpotente et comme on commence par une suite de Jordan-Hölder,

[g, gk] ⊂ gk−1.

(ii) Si g̃ est un idéal de g, alors (U(g̃), [·, ·]) est un idéal dans (U(g), [·, ·]).
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En particulier, tous les (U(gk), [·, ·]) sont des idéaux dans (U(g), [·, ·]).
(iii) Si g̃ est un idéal dans g, alors (ZU(g̃), [·, ·]) est un idéal dans (U(g), [·, ·]).
En particulier, (ZU(gk), [·, ·]) est un idéal dans (U(g), [·, ·]) pour tout k.

En effet, soient Z ∈ ZU(g̃), X ∈ U(g) et U ∈ U(g̃). Alors

[
[X,Z], U

]
= −[

[Z, U ], X
]− [

[U,X], Z
]

= 0,

comme Z ∈ ZU(g̃) et comme U, [U,X] ∈ U(g̃), or U(g̃) est un idéal dans (U(g), [·, ·]).
Ce qui montre que ZU(g̃) est un idéal dans (U(g), [·, ·]).

Supposons à présent que Yk ∈ ZU(gk−1) tel que 0 6= [Xk, Yk] = Zk ∈ ZU(gk) et montrons

que l’on peut choisir Yk tel que 0 6= [Xk, Yk] ∈ ZU(g).

En effet, si Zk = [Xk, Yk] /∈ ZU(g), alors il existe W ∈ g ⊂ U(g) tel que

0 6= [W,Zk] =
[
W, [Xk, Yk]

]
= −[

Xk, [Yk,W ]
]− [

Yk, [W,Xk]
]

=
[
Xk, [W,Yk]

]
,

comme [W,Xk] ∈ [g, gk] ⊂ gk−1 et comme Yk ∈ ZU(gk−1).

De plus [W,Yk] et
[
Xk, [W,Yk]

]
appartiennent à ZU(gk−1) car ZU(gk−1) est un idéal.

Si 0 6= [
Xk, [W,Yk]

]
/∈ ZU(g), on recommence avec cette procédure.

D’après la nilpotence, il existe W1,W2, . . . , Wr ∈ g tels que 0 6= [W1, [W2, . . . [Wr, Yk] . . . ]] ∈
ZU(gk−1) et

0 6= [
Xk, [W1, [W2, . . . [Wr, Yk] . . . ]]

] ∈ ZU(g).

Ainsi on écrit Yk à la place de [W1, [W2, . . . [Wr, Yk] . . . ]]

et Zk à celle de
[
Xk, [W1, [W2, . . . [Wr, Yk] . . . ]]

]

ainsi notre résultat est prouvé.

En conclusion, pour chaque k ∈ R = {i1, . . . , id}, il existe Qk, Q0,k et Q1,k tels que

Qk(t, lk−1) = PYk
(−2πiAd∗(exp tXk)(lk−1)) = Q0,k(lk−1) + Q1,k(lk−1)t.

Ici Q0,k et Q1,k sont des polynômes sur g∗k−1, mais ils peuvent être considérés comme

des polynômes sur g∗ qui ne dépendent pas des n − k + 1 dernières coordonnées de l.

De plus, Q1,k(l) est un polynôme G-invariant car

Q1,k(l) = Q1,k(lk) = −P[Xk,Yk](−2πilk)
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et [Xk, Yk] ∈ ZU(g). Comme auparavant, ils peuvent être choisis imaginaires purs et

Yk, Zk supposés anti-hermitiens.

Finalement, si on définit Rk = −2πiQ1,k, alors R1, R2, . . . , Rd sont les polynômes G-

invariants du théorème 4.1 et W , Aε peuvent être définis comme dans le théorème 4.1.

Les polynômes Rk dépendent uniquement des coordonnées de lk−1 = l|gk−1
.

4.8 Récurrence dans le cas de la saturation des or-

bites

4.8.1 Construction d’éléments particuliers de l’algèbre enve-

loppante

Utilisons les notations de la section 4.4.2, où g̃ = gn−1 et supposons que nous sommes

dans la situation du cas I, i.e., dans la situation de Kirillov généralisée.

Soit ε ∈ {−1, 1}d tel que Aε 6= ∅ et écrivons :

ε̃ = (ε1, . . . , εd−1) si ε = (ε1, . . . , εd−1, εd) pour un certain εd.

Comme on est dans la situation du cas I, id = n et ε̃ correspond à la restriction de g à

g̃.

Par construction,

∅ 6= Ãε̃ = p(Aε) ⊂ {l̃ ∈ W̃ | εjRj(l̃) > 0, 1 ≤ j ≤ d− 1 } 6= ∅.

Supposons que les résultats du théorème 4.1 sont vrais pour g̃.

Soient Ui,ε̃ ∈ U(g̃), i ∈ {1, 2, . . . , d−1} donnés par l’hypothèse de récurrence correspon-

dant à Ãε̃.

Comme toutes les actions sont polynômiales, on a une relation de la forme

Ad(exp(tX))(Ui,ε̃) =

Ni∑
j=0

(−t)jUij
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avec Uij ∈ U(g̃) pour tout i, j.

Définissons à présent

Vi,ε =

Ni∑
j=0

UijY
jZNi−j ∈ U(g̃), i ∈ {1, 2, . . . , d− 1}.

Donc

Ad(exp(−tX))(Y jZNi−j) = (Y − tZ)jZNi−j

et

Ad

(
exp(−tX)

)
(Vi,ε) =

Ni∑
j=0

(
Ad

(
exp(−tX)

)
(Uij)

)
(Y − tZ)jZNi−j.

L’élément Vd,ε sera construit plus tard.

4.8.2 Choix de points particuliers sur chaque orbite

Reprenons les notations précédentes. Pour chaque l̃ ∈ W̃ = p(W), il existe exactement

un seul t = t(l̃) ∈ R tel que

dπAd∗(exp(tX))(l̃)
(Y ) = 0,

avec Ad∗(exp(tX))(l̃) ∈ g̃∗.

En effet,

dπAd∗(exp(tX))(l̃)
(Y ) = PY

(
iAd∗(exp(tX))(l̃)

)
I = [Q0(l̃) + Q1(l̃)t]I.

D’où

t = t(l̃) = −Q0(l̃)

Q1(l̃)

donne le résultat voulu.

De plus, t = t(l̃) est G̃-invariant.

Par la même remarque que précédemment, t peut être considéré comme une application

définie sur W ⊂ g∗ qui ne dépend pas des dernières coordonnées. L’application

W → R
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l 7→ t(l) = −Q0(l)

Q1(l)

est C∞, en tant que fonction rationnelle définie sur tout W .

Définissons l’application

W → W
l 7→ l1 = Ad∗(exp(t(l)X))(l).

Cette application est bien sûr C∞.

En effet, les coordonnées de l1 sont des fonctions rationnelles des coordonnées de l, les

dénominateurs étant des puissances de Q1(l). L’image l1 de l appartient à l’orbite de l.

Posons l̃1 = l1|g̃.
Alors, par construction,

l̃1 = p(Ad∗(exp(tX))(l)) = Ad∗(exp(tX))(p(l)) = Ad∗(exp(tX))(l̃)

et

dπl̃1
(Y ) = dπAd∗(exp(tX))(l̃)

(Y ) = 0.

En particulier,

0 = PY (il̃1) = Q(0, l̃1) = Q0(l̃1)

et

dπ̃l1(Y )ξ̃(t, g̃) = PY (iAd∗
(
exp(tX)

)
(l̃1))ξ̃(t, ·)(g̃) = Q1(l1)t · ξ̃(t, g̃) ∀t ∈ R,∀g̃ ∈ G̃,

car Q1(l1) = Q1(l̃1) par définition.

De plus, Q1(l1) = Q1(l) 6= 0, car Q1 est G-invariant.

4.8.3 Construction par récurrence pour ces points particuliers

Pour l̃1, on a

dπl̃1

(
Ad(exp(−tX))(Y jZNi−j)

)
= (−1)NiQ1(l)

Ni(−t)jI = Ci(−t)jI

où Ci = (−1)NiQ1(l)
Ni , car dπl̃1

(Y ) = 0 et dπl̃1
(Z) = −Q1(l1)I = −Q1(l)I.
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Alors

dπl̃1

(
Ad(exp(−tX))Vi,ε

)
=

Ni∑
j=0

Ci(−t)jdπl̃1

(
Ad(exp(−tX))Uij

)
I = Cidπl̃1

(Ui,ε̃), ∀t ∈ R.

Pour chaque forme linéaire l̃ ∈ g̃∗,

notons b̃(l̃) la polarisation de Vergne, B̃(l) = exp(b̃(l̃)) et ξl̃ ∈ S(Rd−1) ≡ H∞
π

l̃
, pour les

fonctions obtenues par le théorème 4.1 (ii) d’après l’hypothèse de récurrence, en tenant

compte des choix ultérieurs de base.

Par récurrence, le point (v) du théorème 4.1 donne,

d−1⋂
j=1

Kerdπl̃(Uj,ε̃) = Cξl̃, ∀l̃ ∈ Ãε̃

et
d−1⋂
j=1

Kerdπl̃(Uj,ε̃) = {0}, ∀l ∈ W̃ \ Ãε̃

où W̃ = p(W). Pour l1, l̃1 construits ici, soit ηl1 ∈ S(R) (à déterminer plus tard) et

définissons ξ̃l1 = ηl1 ⊗ ξl̃1
∈ S(Rd) ≡ H∞

π̃l1
.

D’où

dπ̃l1(Vi,ε)ξ̃l1(t, g̃) = dπl̃1
(Ad(exp(−tX))Vi,ε)ηl1 ⊗ ξl̃1

(t, g̃) = Ciηl1(t)dπl̃1
(Ui,ε̃)ξl̃1

(g̃) = 0

où t ∈ R, g̃ ∈ G̃, i ∈ {1, 2, . . . , d− 1}.
Dans le cas I, la dimension des orbites de dimension maximale augmente de deux quand

on passe de g̃ à g et ainsi on doit introduire une relation supplémentaire.

Considérons Vd,ε = X − iεdY ∈ U(g).

Ainsi

dπ̃l1(X − iεdY )ξ̃l1(t, g̃) =
(− ∂

∂t
− iεdQ1(l1)t

)
ξ̃l1(t, ·)(g̃)

= ξl̃1
(g̃)

(− ∂

∂t
− εdRd(l1)t

)
ηl1(t).

On doit donc poser

ηl1(t) = e−
1
2
εdRd(l1)t2
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pour avoir

dπ̃l1(X − iεdY )ξ̃l1 = 0.

Si on définit ξl1 ∈ H∞
πl1

(≡ S(Rd)) par ξl1(exp(tX) · g̃) = ξ̃l1(t, g̃), alors

dπl1(Vi,ε)ξl1 = 0 pour i ∈ {1, . . . , d},

où Vd,ε = X − iεdY .

On procède de même pour les fonctions ζk,l1 , k ∈ {1, . . . , d − 1} du théorème 4.1 (iii).

Les fonctions ζd,l1 ∈ H∞
πl1

et ζ̃d,l1 ∈ H∞
π̃l1

sont obtenues par

ζ̃d,l1 = ϕl1 ⊗ ξl̃1
,

où ϕl1 ∈ S(R) est une fonction de Schwartz telle que
(− ∂

∂t
− εdRd(l1)t

)
ϕl1(t) 6= 0.

Pour prouver la partie (v) du théorème 4.1 pour l1 (associée à l choisi arbitraire par

conjugaison, comme expliqué précédemment), supposons que ψl1 ∈ H∞
πl1

≡ S(Rd) tel

que ψl1 ∈
d⋂

j=1

Kerdπl1(Vj,ε).

Définissons ψ̃l1 par ψ̃l1(t, g̃) = ψl1((exp tX · g̃).

On a en particulier

dπl1(X − iεdY )ψl1((exp tX) · g̃) = dπ̃l1(X − iεdY )ψ̃l1(t, g̃)

=

(
− ∂

∂t
− εdRd(l1)t

)
ψ̃l1(t, ·)(g̃)

= 0,

c’est-à-dire,
∂

∂t
ψ̃l1(t, g̃) = −εdRd(l1)tψ̃l1(t, g̃).

Si l ∈ Aε, l1 ∈ Aε et εdRd(l1) > 0. Alors

ψl1((exp tX) · g̃) = ψ̃l1(t, g̃) = C(l1, g̃)e−
1
2
εdRd(l1)t2 ,

où C(l1, g̃) = Cl1(g̃) est une fonction de Schwartz dans g̃ qui satisfait

dπl̃1
(Uj,ε̃)Cl1(g̃) = 0, j = 1, . . . , d− 1.
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Par hypothèse de récurrence, Cl1(g̃) = C(l1)ξl̃1
(g̃) et

ψl1 = C(l1)ηl1 ⊗ ξl̃1
= C(l1)ξl1 ∈ Cξl1 .

Si l /∈ Aε, l1 /∈ Aε alors on obtient εdRd(l1) < 0 où l̃1 = p(l1) /∈ Ãε̃.

Dans le cas où εdRd(l1) < 0, l’équation

∂

∂t
ψ̃l1(t, g̃) = −εdRd(l1)tψ̃l1(t, g̃)

n’admet pas de solution de Schwartz non nulle et

d⋂
j=1

Kerdπl1(Vj,ε) =
d⋂

j=1

Kerdπ̃l1(Vj,ε) = {0}.

Dans le cas où εdRd(l1) > 0 et l̃1 = p(l1) /∈ Ãε̃,

d−1⋂
j=1

Kerdπl̃1
(Uj,ε̃) = {0}, par hypothèse de récurrence.

Donc, si on reprend le raisonnement du cas où l ∈ Aε, le système

dπl̃1
(Uj,ε̃)Cl1(g̃) = 0, j = 1, . . . , d− 1,

avec Cl1(g̃) fonction de Schwartz, implique que Cl1 = 0 et donc ψl1 = 0.

Ce qui prouve que si l /∈ Aε, alors

d⋂
j=1

Kerdπl1(Vj,ε) = {0}.

Donc pour chaque l ∈ W , il existe l1 ∈ Ωl pour lequel le théorème 4.1 est satisfait. Il

faut maintenant compléter la construction pour toute forme linéaire l ∈ W .

4.8.4 Construction pour chaque point dans un ouvert dense

Donnons nous à présent une forme linéaire l ∈ W .
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Par définition de l1, l = Ad∗(exp(−t(l)X)(l1), où t(l) est une fonction C∞ sur l dans

W .

Si on écrit b(l) et b(l1) pour les polarisations de Vergne en l et en l1 respectivement

(pour la suite Jordan-Hölder fixée), alors b(l) = Ad(exp(−t(l)X))(b(l1)).

Les représentations πl et πl1 sont unitairement équivalentes, l’équivalence entre les es-

paces de représentation étant donnée par

Hπl1
→ Hπl

ϕl1 7→ ϕl

où

ϕl(g) = ϕAd∗(exp(−t(l)X)(l1)
(g) = ϕl1(g · exp(−t(l)X))

avec l1 = Ad∗(exp(t(l)X)(l).

Ce qui conduit à définir ξl par la formule

ξl(g) = ξAd∗(exp(−t(l)X)(l1)
(g) = ξl1(g · exp(−t(l)X))

avec l1 = Ad∗(exp(t(l)X)(l), où la fonction ξl1 est définie plus-haut. Ainsi les fonctions

ξl ont été construites pour chaque l ∈ W . Il est facile de voir qu’elles vérifient la relation

ξAd∗(u)(l)
(g) = ξl(g · u), ∀u, g ∈ G.

D’après l’équivalence unitaire, on obtient que

d⋂
j=1

Kerdπl(Vj,ε) = Cξl, ∀l ∈ Aε,

et
d⋂

j=1

Kerdπl(Vj,ε) = {0}, ∀l ∈ W \ Aε.

On procède de la même manière pour les fonctions ζl,k.
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4.8.5 Certaines questions de continuité

L’application

W → R
l 7→ t(l)

est rationnelle, donc continue et même C∞.

Remarquons que t(l) = −Q0(l)
Q1(l)

est réel pour tout l ∈ W , car Q0(l) et Q1(l) sont tous

deux imaginaires purs.

D’où

W → W
l 7→ l1 = Ad∗

(
exp(t(l)X)

)
(l)

et

W → W̃ = p(W)

l 7→ l̃1 = p(l1) = l1|g̃

sont aussi C∞.

Par hypothèse de récurrence, l’application

Ãε̃ → S(Rd−1) ≡ H∞
π

l̃

l̃ 7→ ξl̃

est C∞ au sens de la définition 4.1. De plus,

W → S(R)

l 7→ ηl

définie par ηl(t) = e−
1
2
εdRd(l)t2 est une application C∞.

Donc

Aε → S(Rd) ≡ H∞
πl

l 7→ ξl1
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définie par

ξl1(exp(tX) · g̃) = ηl1(t) · ξl̃1
(g̃)

est C∞.

En conclusion,

Aε → S(Rd)

l 7→ ξl

est C∞, car

ξl(exp(sX) · g̃) = ξAd∗(exp(−t(l)X))(l1)
(exp(sX) · g̃) = ξl1(exp(sX) · g̃ · exp(−t(l)X)).

On a les mêmes résultats pour les fonctions ζk,l si on choisit les ϕl1 telles que l1 7→ ϕl1

est C∞.

4.9 Le cas de la non-saturation des orbites

Dans ce cas, les polarisations de Vergne b(l) , pour l ∈ W dans g, et b̃(l̃), pour l̃ = l|g̃
dans g̃, vérifient b̃(l̃) = b(l) ∩ g̃.

On choisit la même base coexponentielle à b(l) dans g et à b̃(l̃) dans g̃.

Pour ce choix de base,

G/B(l) ≡ G̃/B̃(l̃) ≡ Rd.

Les espaces de représentation Hπl
et H∞

πl
(respectivement Hπ

l̃
et H∞

π
l̃
) peuvent être

identifiés avec L2(Rd) et S(Rd), avec les conditions de covariance appropriées.

Pour ξ ∈ S(Rd) ≡ H∞
πl
≡ H∞

π
l̃

et pour chaque U ∈ g̃ ⊂ g :

dπl(U)ξ(s1, . . . , sd) = dπl(U)ξ(exp(sdXjd
) · · · exp(s1Xj1))

=
d

dt
ξ(exp(−tU) exp(sdXjd

) · · · exp(s1Xj1))|t=0

= dπl̃(U)ξ(s1, . . . , sd).

En fait, comme U ∈ g̃ ⊂ g, Xj1 , . . . , Xjd
∈ g̃ ⊂ g, b̃(l̃) ⊂ b(l), on a dans ce cas la même

relation de covariance si on identifie S(Rd) à H∞
πl

ou à H∞
π

l̃
.

De la même manière, pour U ∈ U(g̃) ⊂ U(g), dπl(U)ξ = dπl̃(U)ξ, pour toute ξ ∈ S(Rd).
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Comme

d = max{ dim(g/b) | ∃l ∈ g∗ tel que b = b(l) est une polarisation en l dans g }
= max{ dim(g̃/b̃) | ∃l̃ ∈ g̃∗ tel que b̃ = b̃(l̃) est une polarisation en l̃ dans g̃ },

le nombre des relations de la forme dπ(U)ξ = 0 dans le théorème 4.1 doit être le même

pour G et G̃.

De plus, pour chaque ε ∈ {−1, 1}d, les ensembles Aε, respectivement Ãε sont reliés par

Ãε = p(Aε) = { l̃ ∈ g̃∗ | ∃l ∈ Aε tel que l̃ = l|g̃ },

car n n’est pas un indice saut dans ce cas.

Par hypothèse de récurrence, il existe V1,ε, . . . , Vd,ε ∈ U(g̃) ⊂ U(g) et une application

C∞

Ãε → S(Rd)

l̃ 7→ ξl̃

telle que

ξl̃ 6= 0

dπl̃(Vi,ε)ξl̃ = 0 ∀i ∈ {1, . . . , d},

pour tout l̃ ∈ Ãε.

Si on définit alors ξl = ξl̃ avec l̃ = p(l) pour chaque l ∈ Aε, on obtient une application

C∞

Aε → S(Rd)

l 7→ ξl

telle que

ξl 6= 0

dπl(Vi)ξl = 0 ∀i ∈ {1, . . . , d},

pour tout l ∈ Aε.

L’assertion (v) du théorème 4.1 est donc prouvée.
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La condition de compatibilité

ξAd∗(u)(l)
(g) = ξl(g · u), ∀u, g ∈ G

et le fait que l’application l 7→ ξl est C∞ sont bien sûr satisfaits.

On a les mêmes résultats pour les fonctions ζ du théorème 4.1.

Ce qui termine la preuve du théorème 4.1.

Rappelons le théorème d’inversion de Fourier du chapitre précédent.

Théorème 4.2. Soit G = exp(g) un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement

connexe. Soient

{0} = g0 ⊂ g1 ⊂ · · · ⊂ gn = g

une suite de Jordan-Hölder fixée et {X1, X2, . . . , Xn} une base de Malcev forte associée.

Soit VT défini précédemment.

Alors il existe un ouvert dense de Zariski G-invariant Ω ⊂ g∗Puk de g∗ vérifiant :

Si p(l) désigne le polarisation de Vergne en l et si H∞
πl
≡ S(Rd) pour tout l ∈ O, alors,

étant donné F ∈ C∞c (VT ∩ O,S(Rd × Rd)), il existe f ∈ S(G) tel que l’opérateur πl(f)

admette comme noyau la fonction F (l, ·, ·) pour chaque l ∈ VT ∩ O.
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4.10 Les résultats principaux

Commencons tout d’abord par la définition suivante :

Définition 4.2. Soit G = exp(g) un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement

connexe. Soient U1, U2, . . . Ur ∈ U(g). On dit que les vecteurs Ui sont Schwartz indépendants

si, pour chaque k ∈ {1, . . . , r}, il existe ϕk ∈ S(G) telle que

ϕk ∗ Uk 6= 0

ϕk ∗ Uj = 0 si j 6= k.

Rappelons la situation du théorème 4.1.

Soit G = exp(g) un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement connexe.

Nous allons utiliser les notations et les choix des sections précédentes.

Soit

d = max{ dim(g/b) | ∃l ∈ g∗ tel que b = b(l) est une polarisation en l dans g }.

Il est possible de construire des ouverts Aε de g∗ pour chaque ε = (ε1, . . . , εd) ∈ {−1, 1}d

de la manière suivante :

Il existe des polynômes réels non nuls, G-invariants, R1, . . . , Rd, il existe un ouvert dense

de Zariski G-invariant dans g∗

W = {l ∈ V | Rj(l) 6= 0, 1 ≤ j ≤ d}

Cet espace W peut être décomposé en une réunion disjointe

W =
⋃̇

ε∈{−1,1}d

Aε

où les Aε sont des ensembles ouverts G-invariants donnés par

Aε = { l ∈ W | εjRj(l) > 0, 1 ≤ j ≤ d }.
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On obtient alors le théorème important suivant :

Théorème 4.3. Soit ε ∈ {−1, 1}d fixé tel que Aε 6= ∅, alors

il existe U1 = Uε,1, . . . , Ud = Uε,d ∈ U(g)

et étant donné l ∈ Aε, il existe 0 6= ξl ∈ S(Rd) ≡ H∞
πl

vérifiant les propriétés suivantes :

(i) U1, . . . , Ud sont Schwartz indépendants.

(ii) Pour chaque l0 ∈ Aε, il existe 0 6= ϕ ∈ S(G) tel que πl0(ϕ) 6= 0 et ϕ ∗ Uk = 0 pour

tout k ∈ {1, . . . , d}.
(iii) Si 0 6= ϕ ∈ S(G) est une solution de ϕ ∗ Uk = 0, 1 ≤ k ≤ d, alors πl(ϕ) = 0 si

l ∈ W \ Aε et Imπl(ϕ
∗) ⊂ Cξl si l ∈ Aε.

Dans ce cas, il existe ηl ∈ L2(Rd) tel que

πl(ϕ
∗) = Pξl,ηl

où Pξl,ηl
est un opérateur de rang un défini par

Pξl,ηl
(ξ) =< ξ, ηl > ξl, ∀ξ ∈ L2(Rd).

(iv) L’ensemble {U1, . . . , Ud} est maximal parmi tous les ensembles {V1, . . . , Vr} d’éléments

de U(g) qui sont Schwartz indépendants et qui vérifient

∀l ∈ Aε,∃ 0 6= ϕ ∈ S(G) tel que πl(ϕ) 6= 0 et ϕ ∗ Vj = 0 pour 1 ≤ j ≤ r.

Démonstration. Soit V1 = V1,ε, . . . , Vd = Vd,ε défini comme dans le théorème 4.1 et

prenons Uk = V ∗
k pour tout k ∈ {1, . . . , d}.

(ii) Pour l0 ∈ Aε donné, soit

γ : (VT ∩ Aε ∩ O)× Rd → C
(l; s1, . . . , sd) 7→ γ(l; s1, . . . , sd) = γl(s1, . . . , sd)

avec 0 6= γ ∈ C∞c (VT ∩ Aε ∩ O,S(Rd)) tel que γl̃0
6= 0, où {l̃0} = Ol0 ∩ VT , Ol0 étant l’

orbite de l0.

Cela signifie qu’on suppose qu’il existe un compact K de VT tel que K ⊂ (Aε∩O)∩VT ,

suppγ ⊂ K × Rd. Par hypothèse, γl ∈ S(Rd) pour l ∈ VT fixée et l’application l 7→ γl

est C∞ dans le sens de la définition 4.1.
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Considérons F (l, ·, ·) = Fl = ξl ⊗ γl pour l ∈ VT ∩ Aε ∩ O et F (l, ·, ·) = 0 pour

l ∈ VT \ (VT ∩ Aε ∩ O).

Donc F ∈ C∞c (VT ∩ O,S(Rd × Rd)) et il existe, par le théorème 4.2, ϕ ∈ S(G) tel que

πl(ϕ
∗) admette F (l, ·, ·) comme noyau.

Par construction, πl(ϕ
∗) = Pξl,γl

si l ∈ VT ∩ Aε ∩ O et πl(ϕ
∗) = πl(ϕ) = 0 si l ∈

VT ∩ O \ (VT ∩ Aε ∩ O).

En particulier, comme γl̃0
6= 0, πl̃0

(ϕ) 6= 0 et πl0(ϕ) 6= 0 car πl̃0
et πl0 sont unitairement

équivalentes.

De plus

πl(ϕ ∗ Uj)
∗ = dπl(U

∗
j )πl(ϕ

∗) = dπl(Vj)πl(ϕ
∗) = 0, ∀l ∈ VT ∩ O.

En effet, si l ∈ VT ∩ O \ (VT ∩ Aε ∩ O), ceci est vrai car πl(ϕ
∗) = 0.

Si l ∈ VT ∩ Aε ∩ O,

πl(ϕ ∗ Uj)
∗ = dπl(U

∗
j )πl(ϕ

∗) = dπl(Vj)Pξl,γl
=

(
dπl(Vj)ξl

)
< ·, γl >= 0,

par construction de Vj et ξl.

Donc ϕ ∗ Uj = 0 pour tout j ∈ {1, . . . , d}, comme VT ∩ O est dense dans VT et comme

chaque orbite dans g∗Puk rencontre VT en un unique point.

(i) On procède de la même manière pour prouver la Schwartz indépendance.

En effet, pour chaque k ∈ {1, . . . , d}, remplaçons ξl par ζk,l dans le théorème 4.1 pour

définir le noyau Fk(l, ·, ·) et la fonction ϕk ∈ S(G).

Avec les mêmes calculs on obtient, πl(ϕk ∗ Uj) = 0 pour l ∈ VT ∩ O et ϕk ∗ Uj = 0, si

j 6= k.

Pour j = k, γl̃0
6= 0 et dπl̃0

(Vk)ζl̃0,k 6= 0.

D’où

πl̃0
(ϕk ∗ Uk)

∗ =

(
dπl̃0

(Vk)ζl̃0,k

)
< ·, γl̃0

>6= 0.

Donc ϕk ∗ Uk 6= 0.

(iii) Soit 0 6= ϕ ∈ S(G) une solution de ϕ ∗ Uk = 0, 1 ≤ k ≤ d. Alors

dπl(U
∗
j )πl(ϕ

∗) = dπl(Vj)πl(ϕ
∗) = 0, 1 ≤ j ≤ d,
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pour chaque l ∈ g∗ et

Imπl(ϕ
∗) ∩ S(Rd) = {0} si l ∈ W \ Aε

Imπl(ϕ
∗) ∩ S(Rd) ⊂

d⋂
j=1

Kerdπl(Vj) = Cξl si l ∈ Aε

d’après le théorème 4.1.

Supposons que Imπl(ϕ
∗) = Cξl.

Pour chaque ψ ∈ S(Rd), il existe C(l, ψ) ∈ C tel que

πl(ϕ
∗)ψ = C(l, ψ)ξl.

L’application

S(Rd) ≡ H∞
πl

→ C
ψ 7→ C(l, ψ)

est linéaire et, pour l ∈ Aε fixée,

|C(l, ψ)| = ‖πl(ϕ
∗)ψ‖2

‖ξl‖2

≤
(
‖πl(ϕ

∗)‖op

‖ξl‖2

)
‖ψ‖2.

Ceci prouve que l’application linéaire ψ 7→ C(l, ψ) peut être étendue en une application

linéaire bornée de L2(Rd) sur C et donc qu’il existe ηl ∈ L2(Rd) tel que

C(l, ψ) =< ψ, ηl > pour chaque ψ ∈ L2(Rd).

En particulier,

πl(ϕ
∗)ψ =< ψ, ηl > ξl = Pξl,ηl

ψ

et πl(ϕ
∗) = Pξl,ηl

.

(iv) Pour prouver la maximalité de {U1, . . . , Ud}, supposons qu’il existe U ∈ U(g) tel

que pour chaque l0 ∈ Aε, il existe ϕ ∈ S(G) vérifiant πl0(ϕ) 6= 0 et

ϕ ∗ U1 = 0
...

ϕ ∗ Ud = 0
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ϕ ∗ U = 0.

Ainsi πl0(ϕ
∗) = Pξl0

,ηl0
avec ηl0 6= 0, d’après les arguments précédents. Mais alors

0 = πl0(ϕ ∗ U)∗ = dπl0(U
∗)Pξlo ,ηl0

=< ·, ηl0 > dπl0(U
∗)ξl0 .

Comme ηl0 6= 0, dπl0(U
∗)ξl0 = 0.

Tout ceci peut être fait pour l0 ∈ Aε, i.e., dπl0(U
∗)ξl0 = 0 pour chaque l0 ∈ Aε.

On doit montrer à présent que dans ce cas U1, . . . , Ud, U ne peuvent être Schwartz

indépendants.

En effet, soit 0 6= ζ ∈ S(G) tel que ζ ∗ Uk = 0, pour k = 1, . . . , d.

Donc πl(ζ) = 0 si l ∈ W \ Aε et πl(ζ
∗) = Pξl,ηl

pour ηl ∈ L2(Rd) si l ∈ Aε.

Finalement, si l ∈ Aε,

(
πl(ζ ∗ U)

)∗
= dπl(U

∗)Pξl,ηl
=< ·, ηl > dπl(U

∗)ξl = 0.

Ceci implique que πl(ζ ∗ U) = 0 pour toute l ∈ W et ζ ∗ U = 0. Ainsi U1, . . . , Ud, U ne

peuvent être Schwartz indépendants.

Donc {U1, . . . , Ud} est maximal avec les propriétés requises.

4.11 Solutions faibles

Tout d’abord, posons la définition suivante :

Définition 4.3. Pour chaque l ∈ Aε fixé et chaque V1, . . . , Vd ∈ U(g), on dit que

η ∈ L2(Rd) est une solution faible de

dπl(Vj)ξ = 0, j ∈ {1, . . . , d}

si

< η, dπl(V
∗
j )ϕ >= 0, ∀j ∈ {1, . . . , d},∀ϕ ∈ S(Rd).
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Les solutions faibles du système d’équations du théorème 4.1 sont caractérisées par le

théorème suivant :

Théorème 4.4. Soit G = exp(g) un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement

connexe. On utilise les notations d, W, Aε du théorème 4.1. Pour ε fixé, posons

V1, . . . , Vd ∈ U(g) et ξl comme dans le théorème 4.1. Alors les solutions faibles du

système 



dπl(V1)ξ = 0
...

dπl(Vd)ξ = 0

coincident avec les fonctions sur Rd données par

ηl = C(l)ξl presque partout si l ∈ Aε,

où C(l) est une constante dépendant de l et

ηl = 0 presque partout si l ∈ W \ Aε,

i.e., les solutions faibles coincident avec les solutions fortes presque partout.

Démonstration. Les fonctions ξl sont bien sûr des solutions faibles. La réciproque se

prouve par récurrence. Pour le groupe de Heisenberg G = H1, voir [L-M].

Si n = jd est un indice de saut, alors Vd = Xjd
− iεdYjd

.

Pour chaque l ∈ W , prenons l1 ∈ Ol comme dans la preuve du théorème 4.1.

On doit tout d’abord faire la preuve pour ce l1 particulier. Soient η une solution faible

et ϕ ∈ S(R), ψ ∈ S(Rd−1) arbitraires. Par hypothèse et comme Yjd
est anti-hermitien,

< η, dπl1(Xjd
− iεdYjd

)∗ϕ⊗ ψ >=< η, dπl1(−Xjd
− iεdYjd

)ϕ⊗ ψ >= 0,

i.e.,

∫

R

∫

Rd−1

η(s1, . . . , sd)

[
∂

∂sd

ϕ(sd)− εdRd(l1)sdϕ(sd)

]
ψ(s1, . . . , sd−1)ds1 . . . dsd−1dsd = 0,

d’après la section 4.8.4. Comme ψ ∈ S(Rd−1) est arbitraire,

∫

R
η(s1, . . . , sd−1, sd)

[
∂

∂sd

ϕ(sd)− εdRd(l1)sdϕ(sd)

]
dsd = 0
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pour presque tout s1, . . . , sd−1.

Donc, par le résultat obtenu pour le groupe de Heisenberg [L-M],

η(s1, . . . , sd−1, sd) = C(l1, s1, . . . , sd−1)e
− 1

2
εdRd(l1)s2

d

presque partout si εdRd(l1) > 0. Ici Cl1(s1, . . . , sd−1) = C(l1, s1, . . . , sd−1) ∈ L2(Rd−1).

D’où, pour chaque j ∈ {1, . . . , d} et chaque ϕ ∈ S(R), ψ ∈ S(Rd−1)et pour Uj, Cj

comme dans la preuve du théorème 4.1,

< η, dπl1(V
∗
j )ϕ⊗ ψ >= 0

< Cl1(s1, . . . , sd−1)e
− 1

2
εdRd(l1)s2

d , dπl1(V
∗
j )[ϕ(sd)ψ(s1, . . . , sd−1)] >= 0

Cj < e−
1
2
εdRd(l1)s2

d , ϕ(sd) >R< Cl1(s1, . . . , sd−1), dπl̃1
(U∗

j )ψ(s1, . . . , sd−1) >Rd−1= 0

< Cl1(s1, . . . , sd−1), dπl̃1
(U∗

j )ψ(s1, . . . , sd−1) >Rd−1= 0

comme ϕ est arbitraire. Ainsi Cl1(s1, . . . , sd−1) est une solution faible dans L2(Rd−1) de

dπl̃1
(Uj)ξ = 0, j = 1, . . . , d− 1.

Par récurrence, Cl1(s1, . . . , sd−1) = C(l1)ξl̃1
(s1, . . . , sd−1) presque partout

et η = C(l1)ηl1 ⊗ ξl̃1
= C(l1)ξ̃l1 ≡ C(l1)ξl1 presque partout.

Alors le raisonnement précédent est justifié par ce qui suit : comme X ∈ g, X∗ = −X,

(ad(X)V )∗ = ad(X)(V ∗) et [Ad(exp(−tX))V ]∗ = Ad(exp(−tX))(V ∗).

Donc

dπl1(V
∗
j )ξ̃(t, g̃) = dπl̃1

(
Ad(exp(−tX))V ∗

j

)
ξ̃(t, ·)(g̃)

=

[
dπl̃1

(
Ad(exp(−tX))Vj

)]∗
ξ̃(t, ·)(g̃)

=

[
Cjdπl̃1

(Uj)

]∗
ξ̃(t, ·)(g̃)

= Cjdπl̃1
(U∗

j )ξ̃(t, ·)(g̃)

Si l ∈ W \ Aε, l1 ∈ W \ Aε, ou bien εdRd(l1) < 0 et η(s1, . . . , sd−1, sd) = 0, ou

εdRd(l1) > 0 et p(l1) = l̃1 /∈ Ãε. Par récurrence ceci implique que Cl1(s1, . . . , sd−1) = 0.

Dans tous les cas, η = 0.

Pour prouver le résultat pour la forme linéaire l de départ, rappelons que l1 ∈ Ol, que
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πl1 et πl sont unitairement équivalentes et que si ξl1 et ξl sont les solutions respectives

données par le théorème 4.1, alors on peut transformer une de ces solutions en l’autre

par cette équivalence unitaire. Comme de plus cette équivalence unitaire respecte le

produit scalaire, le résultat sur les solutions faibles reste correct pour la forme linéaire

de départ l.

Dans le cas II, les espaces de représentation et les représentations ne changent pas lors

du passage de g̃ à g. Et ainsi, le résultat est automatiquement prouvé par récurrence.

On doit à présent étudier les solutions faibles du système d’équations différentielles qui

nous intéressent. Considérons la définition suivante :

Définition 4.4. Pour chaque l ∈ Aε fixée et chaque U1, . . . , Ud ∈ U(g), on dit que

f ∈ L2(Rd) est une solution faible du système f ∗ Uj = 0, j = 1, . . . , d, si, pour

chaque ϕ ∈ S(G),

< f, ϕ ∗ U∗
j >= 0, j = 1, . . . , d.

Maintenant posons V1, . . . , Vd comme dans le théorème 4.1 et Uk = V ∗
k (k = 1, . . . , d).

D’après le théorème de Plancherel, on a pour chaque solution faible f de f ∗ Uk = 0

(k ∈ {1, . . . , d}) et chaque ϕ ∈ S(G), pour tout k ∈ {1, . . . , d},

0 = < f, ϕ ∗ U∗
k >

=

∫

VT∩g∗Puk

tr

(
πl(f)dπl(Uk)πl(ϕ

∗)
)
|Pf(l)|dl.

Choisissons une suite de fonctions fn ∈ S(G) qui converge vers f dans L2(G) et, pour

k ∈ {1, . . . , d} fixé mais arbitraire, on remplace ϕ par fn ∗ Uk ∗ ϕ ∗ ϕ∗.

Ainsi

∫

VT∩g∗Puk

tr

(
πl(f)dπl(Uk)πl(ϕ)

[
πl(fn)dπl(Uk)πl(ϕ)

]∗)
|Pf(l)|dl = 0.

Mais (fn)n converge vers f dans L2(G).

D’où ∫

VT∩g∗Puk

tr

(
πl(f)dπl(Uk)πl(ϕ)

[
πl(f)dπl(Uk)πl(ϕ)

]∗)
|Pf(l)|dl = 0
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et

πl(f)dπl(Uk)πl(ϕ) = 0, pour presque toute l ∈ VT ∩ g∗Puk.

Ceci peut être fait pour chaque k ∈ {1, . . . , d}. Choisissons les fonctions ϕ dans un

ensemble dénombrable dense C de S(G). Pour chaque ϕ ∈ C, il existe un ensemble de

mesure nulle Nϕ ⊂ VT ∩ g∗Puk tel que

πl(f)dπl(Uk)πl(ϕ) = 0, ∀ϕ ∈ C,∀l ∈ (VT ∩ g∗Puk) \Nϕ, ∀k ∈ {1, . . . , d}.

L’ensemble N =
⋃
ϕ∈C

Nϕ est encore de mesure nulle et

πl(f)dπl(Uk)πl(ϕ)η = 0, ∀l ∈ (VT∩g∗Puk)\N, ∀ϕ ∈ C, ∀η ∈ S(G) ≡ H∞
πl

,∀k ∈ {1, . . . , d}.

Comme πl(C)H∞
πl

est dense dans H∞
πl

, πl(f) = 0 sur Im(dπl(Uk)) pour tout k ∈ {1, . . . , d}
et, pour tout ϕ, ψ ∈ H∞

πl
,

< dπl(Uk)ϕ, πl(f
∗)ψ >=< πl(f)dπl(Uk)ϕ, ψ >= 0, ∀k ∈ {1, . . . , d},

i.e., pour tout ψ ∈ H∞
πl

et pour toute l ∈ (VT ∩g∗Puk)\N , πl(f
∗)ψ est une solution faible

du système d’équations dπl(U
∗
k )ξ = dπl(Vk)ξ = 0, k ∈ {1, . . . , d}.

D’après le théorème 4.3 et la densité de H∞
πl

dans Hπl
, on peut alors conclure que

πl(f
∗)Hπl

⊂ Cξl, pour presque toute l ∈ VT ∩ Aε

où ξl est définie comme dans le théorème 4.1 et

πl(f
∗)Hπl

= {0}, pour presque toute l ∈ VT \ (VT ∩ Aε).

Supposons que f est une solution faible de f ∗ Uk = 0 (k = 1, . . . d).

Fixons l ∈ VT ∩ Aε \ (N ∩ Aε). Par le même raisonnement que dans le théorème 4.3

(iii), il existe ηl ∈ L2(Rd) tel que

πl(f
∗) = Pξl,ηl

et πl(f) = P ∗
ξl,ηl

= Pηl,ξl
.

Ainsi πl(f) est un opérateur à noyau dont le noyau est égal à ηl⊗ ξl, pour presque toute

l ∈ VT ∩ Aε.
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Donc

‖πl(f)‖HS = ‖ηl ⊗ ξl‖2 = ‖ηl‖2 ‖ξl‖2

pour presque toute l ∈ VT ∩ Aε et πl(f) = 0 pour presque toute l ∈ VT \ (VT ∩ Aε).

On peut donc poser ηl ≡ 0 si l /∈ Aε et on a

‖f‖2
2 =

∫

VT∩g∗Puk

‖πl(f)‖2
HS|Pf(l)|dl (11.5)

=

∫

VT∩g∗Puk

‖ηλ‖2
2 ‖ξl‖2

2|Pf(l)|dl

< +∞

Pour ε fixé mais arbitraire, posons Uk,ε à la place de Uk.

Pour caractériser les solutions faibles du système f ∗ Uε,k = 0 (k = 1, . . . , d et ε fixé),

introduisons les notations suivantes :

Définition 4.5. Pour chaque ε ∈ {−1, 1}d fixé tel que Aε 6= ∅, les sous-espaces Sε(G)

de S(G) et L2
ε(G) de L2(G) sont définis par

Sε(G) = {f ∈ S(G) | f ∗ Uε,k = 0, k = 1, . . . , d}
L2

ε(G) = Sε(G)

Les solutions faibles de notre système d’équations sont alors caractérisées par le théorème

suivant :

Théorème 4.5. Soit G = exp(g) un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement

connexe. Utilisons les notations d, Aε comme dans le théorème 4.1. Pour ε ∈ {−1, 1}d

fixé, soient V1,ε, . . . , Vd,ε ∈ U(g) comme dans le théorème 4.1. Soient Uk,ε = V ∗
k,ε pour

k = 1, . . . , d. Donc l’ensemble des solutions faibles du système d’équations f ∗ Uk = 0,

k = 1, . . . , d, est égal à L2
ε(G), i.e., chaque solution faible est la limite, dans L2(G),

d’une suite de solutions fortes des mêmes équations.

Démonstration. Soit f ∈ L2(G) une solution faible telle que πl(f) = Pηl,ξl
pour presque

toute l ∈ VT ∩ Aε et πl(f) = 0 si l /∈ Aε. Soit g ∈ S(G) une solution forte construite

comme dans le théorème 9.3 telle que πl(g) = Pγl,ξl
pour toute l ∈ VT ∩ Aε ∩ O, pour
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γ ∈ C∞c (VT ∩Aε∩O,S(Rd)), γl(·) = γ(l, ·), avec suppγ ⊂ K×Rd où K est un compact

dans VT contenu dans VT ∩Aε ∩O. La fonction γ et les compacts K seront déterminés

plus tard.

Alors

‖g − f‖2
2 =

∫

VT∩g∗Puk

‖πl(g)− πl(f)‖2
HS|Pf(l)|dl

=

∫

VT∩g∗Puk

‖P(γl−ηl),ξl
‖2

HS|Pf(l)|dl

=

∫

VT∩g∗Puk

‖γl − ηl‖2
2 ‖ξl‖2

2|Pf(l)|dl

= ‖γ(·, ·)− η(·, ·)‖2
L2((VT∩g∗Puk)×Rd,‖ξl‖22|Pf(l)|dlds1···dsd)

Soit M ∈ N arbitraire et déterminons les constantes K et γ telles que ‖g − f‖2 < 1
M

.

D’après la formule(11.6) on sait que

∫

VT∩g∗Puk

‖ηl‖2
2 ‖ξl‖2

2|Pf(l)|dl = ‖f‖2
2 < +∞,

i.e., l’application l 7→ ‖ηl‖2 appartient à L2(VT∩g∗Puk, ‖ξl‖2
2|Pf(l)|dl) et cette application

est nulle en dehors de VT ∩ Aε.

De plus comme VT ∩ Aε ∩ O est un ouvert dense de VT ∩ Aε, il existe un compact K1

de VT ∩ Aε ∩ O d’intérieur non vide int(K1) dans VT tel que

( ∫

(VT∩Aε)\K1

‖ηl‖2
2 ‖ξl‖2

2|Pf(l)|dl

) 1
2

<
1

M
.

Soit maintenant K un compact de VT d’intérieur int(K) non vide dans VT tel que

∅ 6= int(K1) ⊂ K1 ⊂ int(K) ⊂ K ⊂ VT ∩ Aε ∩ O.

Construisons une fonction ϕK ∈ C∞c (VT ∩ g∗Puk) telle que

0 ≤ ϕK ≤ 1

ϕK ≡ 1 sur K1

suppϕK ⊂ K
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et posons

γl(s1, . . . , sd) = ϕK(l) · ηl(s1, . . . , sd) ∈ L2((VT ∩ g∗Puk)× Rd, ‖ξl‖2
2 |Pf(l)|dlds1 · · · dsd).

Donc

‖η.(·)− γ.(·)‖2
L2((VT∩g∗Puk)×Rd,‖ξl‖22|Pf(l)|dlds1···dsd) =

∫

VT∩g∗Puk

‖ηl(·)‖2
2

(
1− ϕK(l)

)2

‖ξl‖2
2|Pf(l)|dl

≤
∫

(VT∩Aε∩O)\K1

‖ηl(·)‖2
2 ‖ξl‖2

2|Pf(l)|dl

<
( 1

M

)2

.

Comme M est assez grand, ceci prouve le théorème.

4.12 Désintégration de la représentation régulière

gauche

Soit ε ∈ {−1, 1}d tel que Aε 6= ∅.
Soit ρ la représentation régulière gauche de L1(G) sur L2(G) définie par

ρ(f)g = f ∗ g, ∀f ∈ L1(G),∀g ∈ L2(G).

Remarquons que le sous-espace fermé L2
ε(G) de L2(G) est stable pour cette représentation.

Soit ρ0 = ρ|L2
ε(G) la restriction de ρ à ce sous-espace.

On doit maintenant désintégrer ρ0 en représentations irréductibles.

Rappelons tout d’abord que pour chaque g ∈ L2
ε(G) et presque toute forme linéaire

l ∈ Aε, il existe ηl = ηl(g) ∈ L2(Rd) ≡ Hπl
tel que πl(g) = Pηl,ξl

.

Donc, pour chaque f ∈ L1(G),

πl(f ∗ g) = πl(f)Pηl,ξl
= Pπl(f)ηl,ξl

,

i.e.,

ηl(f ∗ g) = πl(f)ηl(g).
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D’autre part, si g ∈ L2
ε(G) et l /∈ Aε, alors πl(g) = 0.

On peut donc prendre ηl ≡ 0, si l /∈ Aε.

Maintenant considérons l’espace

H =

∫

VT∩g∗Puk

nlHπl
‖ξl‖2

2 |Pf(l)|dl

avec nl = 0 si l ∈ VT \ (VT ∩Aε) et nl = 1 pour presque toute l ∈ VT ∩Aε et définissons

la représentation Π de L1(G) sur H par

(Π(f)ζ)l = πl(f)ζl, ∀f ∈ L1(G), ∀ζ = (ζl)l ∈ H.

Alors les représentations (L2
ε(G), ρ0) et (H, Π) sont équivalentes.

En effet, définissons

U : L2
ε(G) → H

par

(Ug)l = ηl(g), pour presque toute l ∈ VT .

D’après le théorème de Plancherel 1.2, U est une isométrie de L2
ε(G) sur H, car

‖Ug‖2
2 =

∫

VT∩Aε

‖ηl(g)‖2
2 ‖ξl‖2

2 |Pf(l)|dl = ‖g‖2
2.

Comme cette application est aussi linéaire, par construction, elle est injective. Elle est

surjective, car chaque fonction γ ∈ C∞c (VT ,S(Rd)) telle que suppγ(l, s) ⊂ K × Rd, où

K est un compact de VT ∩ Aε ∩ O, est dans l’image de L2
ε(G) par U et ces fonctions

sont denses dans H.

L’application U entrelace les représentations ρ0 et Π, car, pour chaque g ∈ L2
ε(G) et

presque toute l ∈ VT ,

[
(U ◦ ρ0(f))g

]

l

=

[
U(ρ0(f)g)

]

l

= ηl

(
ρ0(f)g

)

= ηl(f ∗ g)

= πl(f)ηl(g)
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= πl(f)

(
Ug

)

l

=

[
Π(f)(Ug)

]

l

.

Donc ρ0 est unitairement équivalente à

Π =

∫

VT∩g∗Puk

nlπl‖ξl‖2
2 |Pf(l)|dl

avec nl = 0 si l /∈ Aε et nl = 1 pour presque toute l ∈ VT ∩ Aε,

et on obtient une désintégration de ρ0 = ρ|L2
ε(G) en représentations irréductibles πl avec

multiplicités 1 pour presque toute l ∈ VT ∩ Aε, et 0 si l /∈ Aε.

4.13 Décomposition de l’espace L2(G)

Pour chaque ε ∈ {−1, 1}d, on a défini un ouvert Aε de g∗ tel que W =
⊔

ε∈{−1,1}d

Aε est

un ouvert dense de g∗.

Pour chaque ε tel que Aε 6= ∅, on a construit un ensemble d’éléments U1,ε, . . . , Ud,ε de

U(g) et défini Sε(G) et L2
ε(G) par

Sε(G) = {f ∈ S(G) | f ∗ Uk,ε = 0, k = 1, . . . , d }
L2

ε(G) = Sε(G)

où L2
ε(G) cöıncide aussi avec l’ensemble des solutions faibles du système d’équations

f ∗ Uk,ε = 0, k = 1, . . . , d.

Rappelons aussi que G agit sur g par Ad et que cette action peut être étendue à tout

U(g). Si u ∈ G et V ∈ U(g), notons V u cette action de u sur V .

Définissons alors les sous-espaces suivants :
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Définition 4.6. Pour u ∈ G, on définit

Su,ε(G) = {ϕ ∈ S(G) | ϕ ∗ Uu
j,ε = 0, j = 1, . . . , d}

et

L2
u,ε(G) = Su,ε(G).

Pour u = e, l’élément neutre du groupe G, on écrira Sε(G) et L2
ε(G) à la place de

Se,ε(G) et L2
e,ε(G).

Comme ψ ∗ Uj,ε = 0 si et seulement si ψu ∗ Uu
j,ε = 0, on a

Su,ε(G) =

(
Sε(G)

)u

et L2
u,ε(G) =

(
L2

ε(G)

)u

.

Soit à présent ψ ∈ L2
u,ε(G), i.e., ϕ = ψu−1 ∈ L2

ε(G).

Comme πl(ϕ
u) = πl(u)πl(ϕ)πl(u

−1), πl(ϕ) = 0 pour toute l /∈ Aε implique que πl(ψ) = 0

pour toute l /∈ Aε.

De même, πl(ϕ) = Pηl,ξl
pour presque toute l ∈ Aε implique que πl(ψ) = Pπl(u)ηl,πl(u)ξl

pour presque toute l ∈ Aε, i.e., πl(ψ) est aussi un opérateur de rang un dans ce cas.

On a les relations d’orthogonalité suivantes :

Proposition 4.1. Soient u, u′ ∈ G et ε, ε′ ∈ {−1, 1}d tels que Aε 6= ∅, Aε′ 6= ∅ et

ε 6= ε′.

Alors les sous-espaces L2
u,ε(G) et L2

u′,ε′(G) sont orthogonaux.

Démonstration. Le fait que ϕ ∈ L2
u,ε(G) implique que πl(ϕ) = 0 pour toute l /∈ Aε et

ψ ∈ L2
u′,ε′(G) implique que πl(ψ) = 0 pour toute l /∈ Aε′ .

Comme Aε ∩ Aε′ = ∅ si ε 6= ε′, le théorème de Plancherel nous donne le résultat.

Remarque. Pour le même ε, les espaces L2
u,ε(G) et L2

u′,ε(G) ne sont pas nécessairement

orthogonaux, probablement leur intersection n’est même pas triviale.

Si u et u′ diffèrent d’un élément central, les espaces L2
u,ε(G) et L2

u′,ε(G) cöıncident.
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Pour prouver que ces sous-espaces engendrent tout L2(G), on a besoin d’un résultat de

“type Wiener”.

On utilisera la définition suivante :

Définition 4.7. Soit G un groupe localement compact, à base dénombrable, de type

I, unimodulaire.

Soit V ⊂ L2(G) un sous-ensemble fermé de L2(G). Soit {ξi | i ∈ N } un sous-ensemble

dénombrable dense de V .

On appelle support de V et on note SuppV l’ensemble

SuppV =
⋃

i∈N
{ π ∈ Ĝ | π(ξi) 6= 0 },

à un ensemble de mesure nulle près.

Ici π(ξi) représente l’opérateur, au sens L2, donné par le théorème de Plancherel.

L’ensemble SuppV , défini à un ensemble de mesure nulle près, est mesurable et est

indépendant du sous-ensemble dénombrable dense { ξi | i ∈ N }.

On a alors le résultat suivant de “ type Wiener ” :

Théorème 4.6. Soit G un groupe localement compact, à base dénombrable, de type

I, unimodulaire. Soit V ⊂ L2(G) un sous-espace fermé qui est invariant à droite et à

gauche par les éléments de G.

Si SuppV = Ĝ (à un ensemble de mesure près), alors V = L2(G).

Démonstration. C’est une conséquence d’un résultat plus général de Sutherland, consul-

ter [Su1].

Corollaire 4.1. Soit G un groupe localement compact, à base dénombrable, de type I,

unimodulaire qui est invariant par translation à droite et à gauche par les éléments de

G. Supposons qu’il existe un ensemble de mesure nulle N dans Ĝ tel que pour toute

représentation π ∈ Ĝ \N , il existe ξ ∈ V tel que π(ξ) 6= 0.

Alors V = L2(G).

On obtient la décomposition de L2(G) suivante :
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Théorème 4.7. Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement connexe non-

abélien. Alors, en utilisant les notations précédentes,

⊥⊕

ε∈{−1,1}d

( ∑
u∈G

L2
u,ε(G)

)L2(G)

= L2(G).

Ici la somme extérieure est une somme directe orthogonale, alors que la somme à

l’intérieur ne l’est pas.

Démonstration. Appelons V l’espace dans le membre de gauche de l’égalité ci-dessus.

Alors V est invariant par translation à gauche, comme tous les espaces L2
u,ε(G) le sont

aussi.

De plus, V est invariant par conjugaison, par construction, il est invariant par translation

à droite.

Pour presque toute représentation πl ∈ Ĝ, il existe ε ∈ {−1, 1}d telle que l ∈ Aε.

Pour cet ε et pour les éléments U1,ε, . . . , Ud,ε ∈ U(g), il est possible de construire une

application ϕ ∈ Sε(G) ⊂ L2
ε(G) telle que πl(ϕ) est un opérateur non nul de rang un.

En conclusion V = L2(G), par le corollaire 4.1.

Remarque. Le théorème précédent donne une décomposition de l’espace L2(G) comme

somme de noyaux d’opérateurs aux dérivées partielles bien choisis. Malheureusement,

cette somme n’est pas directe, même si elle est formée de grands blocs orthogonaux.

Pour chaque ε tel que Aε 6= ∅, la restriction de la représentation régulière gauche au

sous-espace L2
ε(G) se désintègre en représentations irréductibles πl avec les multiplicités

1 pour presque toute l ∈ Aε (mod Ad∗(G)) et 0 sinon.

Ceci reste vrai pour tout L2
u,ε(G), car L2

u,ε(G) est déduit de L2
ε(G) par conjugaison.

4.14 Retour au groupe de Heisenberg

Le cas du groupe de Heisenberg Hn de dimension 2n + 1 a été étudié dans [L-M].

Dans ce cas, d = n, Aε 6= ∅ si et seulement si ε = (1, 1, . . . , 1) ou ε = (−1,−1, . . . ,−1).

Posons sgn(ε) = + si ε = (1, 1, . . . , 1) et sgn(ε) = − si ε = (−1,−1, . . . ,−1).

Les opérateurs Uk,ε sont donnés par Uk,ε = Xk + i sgn(ε)Yk.

La somme du théorème 13.7 peut être remplacée par une somme directe si on restreint

le choix des éléments u ∈ Hn.
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En effet, pour α = (α1, α2, . . . , αn) = a + ib ∈ Cn, a, b ∈ Rn, définissons

u(α,ε) = exp(
n∑

k=1

(akXk + bkYk)) ∈ Hn si sgn(ε) = +

et

u(α,ε) = exp(
n∑

k=1

(−akXk + bkYk)) si sgn(ε) = −.

Alors (Xk + i sgn(ε)Yk)
uα,ε = Xk + i sgn(ε)Yk + iαkZ, pour k = 1, . . . , n et

L2(Hn) =
⊕

α∈Cn

(
L2

α,+(Hn)⊕ L2
α,−(Hn)

)L2(Hn)

où

L2
α,+(Hn) = L2

u(α,ε),ε
(Hn) avec ε = (1, 1, . . . , 1)

et

L2
α,−(Hn) = L2

u(α,ε),ε
(Hn) avec ε = (−1,−1, . . . ,−1).

De plus, dans [L-M] une décomposition plus fine est prouvée : pour α, β ∈ Cn, soit

L2
(α,β),±(Hn) = { f ∈ S(Hn) | f ∗ (Xk ± iYk + iαkZ) = −iβkf, k = 1, . . . , n }L2(Hn)

.

D’où

L2(Hn) =
⊕

(α,β)∈C2n

(
L2

(α,β),+(Hn)⊕ L2
(α,β),−(Hn)

)L2(Hn)

.

Mais les mêmes arguments que ceux développés dans [Lu. Mo.] montrent que la décomposition

de (∗) est suffisante. En particulier, pour β 6= 0,

L2
(α,β),±(Hn) ⊂

⊕

α′∈Cn

(
L2

α′,+(Hn)⊕ L2
α′,−(Hn)

)L2(Hn)

.

Donc, dans le cas du groupe de Heisenberg, on obtient une décomposition de L2(Hn)

en somme directe ou, plus précisément, une fermeture de somme directe et donc une

désintégration complète de la représentation régulière gauche avec multiplicités 0 et 1.
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