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Introduction et résumé de la these

Dans sa premiere partie, le présent travail se place dans le cadre général suiv-
ant. Considérons une variété riemannienne compacte M et un fibré vectoriel
C*, FE, au dessus de M. Si D est un opérateur différentiel elliptique auto-
adjoint agissant sur les sections de FE, alors il est bien connu que le spectre de
D est un ensemble infini discret de nombres réels et que chaque valeur propre
est de multiplicité finie. Il s’avere important d’étudier en détail les spectres de
certains opérateurs différentiels naturels, et ce pour des raisons analytiques et
géométriques (voir, par exemple, [BGM], [Ch], [LM]).

Dans le cadre particulier des espaces homogenes compacts, on trouve dans
la littérature quelques situations ou des spectres d’opérateurs différentiels in-
variants sont explicitement déterminés. Ainsi, les valeurs propres du laplacien
de Hodge agissant sur les formes différentielles sur S™ et P"(C) sont données
par des résultats dans [IT]. On peut aussi citer I’exemple de Popérateur de
Dirac agissant sur les champs de spineurs sur P2™~1(C) pour lequel le spectre
est complétement connu (voir [CFG] et [SS], et aussi notre appendice A). De
méme, le spectre de l'opérateur de Dirac sur les grassmanniennes complexes
Gra(C™*2) (m pair) est décrit dans [Mil]. Des formules explicites de spectres
sont aussi obtenues pour d’autres opérateurs différentiels invariants tels que le
laplacien de Bochner et le laplacien de Lichnerowicz sur S™ (voir [Br]). Or les
espaces homogenes sont trés souvent utilisés comme modeles pour des géométries
plus générales, il est fort naturel d’essayer de déterminer les spectres de ce type
d’opérateurs sur des espaces homogenes.

Considérons un espace riemannien symétrique orientable M = G/K de di-
mension n, ou G est un groupe de Lie compact et K est un sous-groupe fermé
de G. Soit (7, (Eo, { , ))) une représentation unitaire de dimension finie de
K, et soit E = G Xg . Ey le fibré vectoriel homogeéne associé au dessus de
M. L’espace I'(M , E) des sections continues de E est muni d’une structure de
G-module donnée par I’action suivante :

(9-8)(z) = gs(g"2)

pour g € G, s € I'(M, E) et x € M. Choisissons un élément de volume
G-invariant w sur M tel que

/M fw:/G F(gK) dg

pour tout f € C(M). On définit un produit scalaire G-invariant ( , ) sur
I'(M, E) par

(s1,82) = /M<81’82>w
= [ (510K salar) .

En tant que G-module, I'espace L?(M , E) des sections de carré intégrable de



E se décompose via le théoreme de Peter-Weyl et la réciprocité de Frobenius
comme suit :

L*(M, E)= D V, @ Homg (V,, Eo).
76@

Si par exemple E = AP (T*M)®, on obtient en fixant un produit scalaire
G-invariant ( , ) sur l'algébre de Lie g =Lie(G), un produit scalaire ( , ),,
sur l'espace QP (M) = I'(M , A\ (T*M)®) des formes différentielles de degré p
sur M. Il est bien connu que le laplacien de Hodge A = d d* + d*d agissant sur
OP(M) s’identifie avec ’élément de Casimir Q, = — Z;'L=1 XJ?, ou {Xy,...X,}
est une base orthonormale de g relativement & ( , ) (voir, par exemple, notre
appendice A).

De fagon similaire, si L est un fibré homogene complexe de rang un au dessus
de M et si V*V est le laplacien de Bochner usuel agissant sur les sections du
fibré L, alors on peut montrer que V*V s’identifie avec un opérateur de type
Q, + cId, ol c est une constante (voir, par exemple, [BH]).

Supposons de plus que lespace M = G/K est simplement connexe et muni
d’une structure spin. Soit S le fibré des spineurs associé a 'unique structure
spin sur M. L’opérateur de Dirac D agissant sur les sections du fibré homogene
S est un opérateur différentiel invariant dont le carré s’identifie avec I'opérateur
Q. + &, olt R est la courbure scalaire de M (voir [F] ou notre appendice A).
Puisque M est un espace riemannien symétrique, il est a noter que le spectre de
Popérateur de Dirac est symétrique par rapport a ’origine et donc complétement
déterminé par le spectre de D?.

Le calcul des spectres des trois opérateurs différentiels invariants mentionnés
ci-dessus nous ramene a étudier la situation suivante. Soit D un opérateur
différentiel G-invariant opérant sur les sections du fibré £ = G xg . Ey. Sup-
posons que D s’identifie avec I’élément de Casimir 2, de G. Par un résultat
standard, on sait qu’'un tel opérateur agit de maniere scalaire sur les G-modules
V, ® Homg(V,, Ep). Par suite, la détermination complete du spectre de D
se réduit au probléeme de trouver toutes les représentations irréductibles de G
qui, par restriction & K, entrelacent non trivialement la représentation 7 (i.e.,
Homg(Vy, Ey) # {0}), ainsi que le calcul des multiplicités des valeurs propres,
i.e., des dimensions de Homg (V5 , Ep).

Si 7 est une représentation irréductible de G, on note 7r‘ - la restriction de
7 au sous-groupe K. On appelle régle de branchement pour 7, la description de
la décomposition en irréductibles de la représentation 7r| - On remarque ainsi
que le calcul du spectre de D revient a étudier des regles de branchement de G
a K.

Considérons & présent la paire symétrique (G, K) = (U(n +m), U(n) x
U(m)). Notons que l'espace quotient G/K est difféomorphe & la grassman-
nienne Gr,(C"*™) des n-plans complexes dans C"*™. De méme, Gr, (C"+t™)
est difféomorphe a I’espace riemannien symétrique SU (n+m)/S(U(n) x U(m)).



La premiere partie de cette theése est motivée par la détermination des spec-
tres des opérateurs différentiels invariants discutés ci-dessus dans le cas ou M
est la grassmanienne complexe Gr,(C"t™) avec n > m > 1. Afin d’atteindre
cet objectif, on a d’abord commencé par étudier les regles de branchement de
U(n+m) aU(n) xU(m) et de SU(n +m) a S(U(n) x U(m)). Notons que
pour m = 1, ces problémes de branchement sont complétement résolus (voir,
par exemple, [Kn2], [CFG], [IT]). En se basant sur le théoréme de Littlewood-
Richardson pour le groupe unitaire U(n 4+ m) (voir, par exemple, [Kn2]), on a
démontré un résultat combinatoire décrivant de fagon explicite les multiplicités
de branchement dans la réduction de U(n+m) & U(n) x U(m), oun > m > 1.
Ce résultat était énoncé par J. Mickelsson dans [Micl], mais seulement le cas
n=m = 2 y est prouvé.

En particulier, pour 7 et 7, deux représentations irréductibles respective-
ment de U(n +m) et U(n) x U(m) (n > m > 1) de plus haut poids A =
(A1, ey Antm) €t = (a,...,a)(0,...,0) (a € Z), on a montré que la multiplicité

()

U(n)xU(m)

A =
m(A, 1) ™
est égale a 0 ou 1, et on a donné les conditions nécessaires et suffisantes sur A
pour que cette multiplicité soit non nulle.

Par la suite, en utilisant des arguments élémentaires en théorie des représen-
tations des groupes de Lie compacts, on a déduit la regle de branchement de
SU(m+m) a S(U(n) x U(m)) & partir du résultat fondamental pour le passage
de U(n +m) a U(n) x U(m). Cette approche nous a aussi permi d’obtenir la
reégle de branchement de SU(n+ m) & SU(n) x SU(m).

Soit le fibré déterminant Det = {(E,v) € Gr,(C"™™) x A\"(C"t™) ;
v € N"(E)} au dessus de la grassmannienne M = Gr,(C"™™). En tant que
fibré vectoriel homogene, Det est isomorphe & I = G xg , C, ou p est la
représentation unidimensionelle de K donnée par

p(< o kOQ )) — det(ky).

Pour a € Z, on note par V}V, le laplacien de Bochner agissant sur les sections
du fibré Det®*. Comme application de la régle de branchement de U(n +m) &
U(n) x U(m), on s’est proposé de déterminer les valeurs propres des opérateurs

ViV,. Le résultat qu’on a obtenu est le suivant :

Proposition Pour a € Z et n > m > 1, le spectre de V,*V, agissant sur
I (Grp,(C**™), Det®*) est donné par

Spec v,+v, (T(Gry(C™™), Det®*) ) = { Xy =2 (X[, bj(bj+n+m—2j+
1+a)) +nma; b= (b1,...,bn) € N™ avec by > ... > by, > Sup{0, fa}}.

Par la suite, on s’est intéressé a 1’étude du spectre de 'opérateur de Dirac D
sur Gr, (C™"*™). Identifiée & I'espace riemannien SU(n +m)/S(U(n) x U(m)),
la grassmannienne Gr, (C"™) admet une structure spin si et seulement si n+m
est pair. Supposons que cette condition est satisfaite et considérons le fibré des



spineurs S associé & I'unique structure spin sur M = Gr,(C"*™). A isomor-
phisme pres, on a la décomposition suivante:

S=5®.... @Snma

N . , , . 0
olt S, m est la racine carrée du fibré canonique, S2, = Ky = \"""" M :=

A (T MY et S = N0 M ® S, pour tout 0 < r < nm. Notons
que, dans cette description, Sy et S, sont les seuls sous-fibrés de rang un dans
la décomposition SU(n + m)-équivariante du fibré S. De plus, on observe que

So & Det®="5") et S, = Det®("5")

Par identification des fibrés ci-dessus, la formule de Schrédinger-Lichnerowicz
combinée avec le résultat donnant les valeurs propres du laplacien de Bochner
sur les fibrés Det®* (a € Z) nous ont permi d’obtenir :

Corollaire Pourn>m>1, on a:

(1) Spec p2(T>(Gry,(C™™), Sp)) = {\ = 2(n1— L b;(2bj+n+m—
4j+2));b:(b1,...,bm)€Nm avec by > ....> b, }

(2) Specp2(T®(Gr,(C*"™™) | Spm)) = {Ab = n+m) (Z b;j(2b; +3n +
3m—4j+2))+%;b:(b1,...,b ) € N™ avec by > .. meZO}.

(2
Z +

Bien évidemment, on peut aussi déduire ce résultat en utilisant la regle de

branchement de SU(n+ m) & S(U(n) x U(m)).

Dans le dernier exemple de calcul de spectres, on a traité le laplacien de
Hodge A agissant sur les fonctions C'* a valeurs complexes sur ’espace total du
fibré déterminant unitaire U(Det) = {(E, v) € Det; ||v|| = 1} — Gr,(C**™).
Notons que U(Det) est difféomorphe au quotient SU(n + m)/SU(n) x SU(m).
En appliquant le théoreme classique de Peter-Weyl et la regle de branchement
de SU(n+m) a SU(n) x SU(m), on a obtenu:

Proposition Pour n > m > 1, le spectre du laplacien de Hodge A opérant sur
C>(U(Det)) est donné par
Spec A(C®(U(Det)) = m( 1 bj(bj+n+m— 23+1+a))+2(nn£51)+

ﬁg$2;anJp4m,.b)eNmawdn_mzbmzsng—@}

La deuxieme partie de cette these s’inscrit dans de le cadre de ’étude des
“espaces homogenes flous”. Cette terminologie a été introduite en physique
théorique pour désigner des algebres de matrices particulieres qui approchent,
dans un certain sens, un espace homogene G/K. L’exemple fondamental de la
“2-sphere floue” donne une idée de cette notion. En effet, soient G = SU(2),
K =S(U(1) x U(1)), et {, ) la métrique riemannienne sur G/K = S? induite
par la forme de Killing sur su(2). Soit V} l'espace des polynémes homogenes de
degré k sur C2. Rappelons que V;, est un G-module irréductible et que

L*(8?,C) 2 L*G/K, C @ Var -

keN



Sachant que les représentations irréductibles de SU(2) sont auto-duales, une
application de la formule de Clebsch-Gordan nous donne:

N
V§®VN%VN®VN%@ Vag .
k=0

Ainsi, l'algebre A, := Endc(V,,) & Mat(N + 1,C) apparait comme une “tron-
quation & l'ordre N” de L?(S?, C).

Motivé par l'existence de cette approximation naturelle, J. Madore a de-
veloppé dans [Mal] quelques notions de géométrie non-commutative sur les
algeébres A, et a précisé le sens dans lequel la géométrie de S? est une “limite
de géométries matricielles”. Dans [GS], H. Grosse et A. Strohmaier ont montré
que Pespace projectif complexe P?(C) peut aussi étre traité comme un espace
homogene flou. Des résultats classiques dans la théorie de la quantification de
Toeplitz-Berezin (appelée parfois quantification de Toeplitz) des variétés kihle-
riennes ont été utilisés par ces auteurs pour préciser le sens de ’approximation
de P?(C) par des algebres de matrices. En s’appuyant sur la théorie de la quan-
tification géométrique des fibrés vectoriels introduite par E. Hawkins (voir [Hal]
et [Ha2]), Grosse et Strohmaier ont donné une définition des spineurs sur la
“version floue” de P?(C) et d’un opérateur de Dirac y agissant. Il s’avere que
le spectre de cet opérateur est une “tronquation” du spectre de 'opérateur de
Dirac Spin® canonique sur P2(C). Plus généralement, on sait maintenant que
tous les espaces projectifs complexes P*(C) peuvent étre considérés comme des
espaces homogenes flous (voir, par exemple, [BDLMO]). Cette notion a aussi
été étendue au cas des grassmanniennes complexes par B.P. Dolan et J. Olivier
(voir [DO]).

Dans I’étude qui suit, on a essayé de généraliser en dimension supérieure
(pour P*(C) = Gri(C"™™) et Gr,(C"*™)) quelques idées développées dans
[Mal] et [GS] (cas de P1(C) et P?(C), respectivement). Identifions M =
Gr, (C"™™) avec I’espace riemannien symétrique SU(n +m)/S(U(n) x U(m)),
et fixons sur M la métrique induite par la forme de Killing. Une application
de la régle de branchement de SU(n +m) & S(U(n) x U(m)) nous a permi de
décomposer en irréductibles le SU(n+m)-module L?(M) des fonctions de carré
intégrable sur M. Cette décomposition est de la forme

o= H o we),
b=(b1,....bm) € N™
b1 > > b
o les sommantes W(b) sont irréductibles. Soit L = Det* le dual du fibré
déterminant au dessus de la grassmannienne Gr,(C"™™). Par le théoreme de
Borel-Weil, on sait que H, := [po (M, L) (N € N*) est un SU(n + m)-
module irréductible de dimension finie. De plus, on montre que

A, = Endc(H,,) = &P W (b),
b

ce qui donne une preuve directe (et purement en termes de la théorie des
représentations) du fait que Gr,(C"*t™) admet des approximations par des



variétés homogenes floues. En spécialisant quelques arguments standards de
la théorie de la quantification de Toeplitz des variétés kahleriennes au cas de la
grassmannienne M = Gr,(C"™™), on a clarifié le sens dans lequel la suite
des algebres A, converge vers C*°(M). Par la suite, on s’est basé sur la
définition de M. Dubois-Violette d’un calcul différentiel non-commutatif sur
une algebre de matrices Mat(n,C) (voir [D-V] et [D-VKM]) pour introduire
lespace P(A, ) des p-formes sur A, et de I'analogue non-commutatif de la
différentielle de de Rham sur les p-formes, compatible avec 'application de
Toeplitz T, : C*(M) — A,. On a ensuite construit un “laplacien flou”
AP agissant sur QP(A, ) dont le spectre “converge”, lorsque N — oo, vers le
spectre du laplacien de Hodge sur les p-formes.

Soit A, = Endc(H, ), ou H,, est maintenant un SU (n+1)-module irréducti-
ble de plus haut poids u = (N, ..., N). Dans [Hal], E. Hawkins a developpé une
théorie de quantification des fibrés vectoriels homogenes au dessus des orbites
coadjointes compactes. Cette théorie générale permet en particulier de quanti-
fier le fibré des spineurs S au dessus de P"(C) (n impair) en I’associant une suite
dont le N-itme terme est un A, -module projectif M{ = Homc(H3 , H, ), ol
Hi est un certain SU(n+1)-module. En appliquant le théoréme de Littlewood-
Richardson pour le groupe unitaire U(n + 1), on a dérivé la décomposition en
irréductibles de ./\/lf, On a immédiatement observé que Mi est isomorphe
A une “tronquation” de Iespace L2(M , S) des sections de carré intégrable du
fibré S. Cette observation nous a permi de définir un “opérateur de Dirac flou”
D, agissant sur le module /\/li tel que, & la limite N — oo, le spectre de D,
recouvre celui de 'opérateur de Dirac classique sur P"(C).

De fagon analogue, pour L = Det* — M = Gr,(C"*™), les résultats dans
[Hal] permettent de quantifier 'espace I'*°(M , L®¥) (k € Z) par une suite dont
le N-iéme terme est un A, -module projectif Mﬁm = Homc(Hﬁm , Hy), ol
Hﬁm est un SU(n 4+ m)-module irréductible, et H,, et A, sont comme avant.
En utilisant un cas particulier du branchement de SU(n+m) & S(U(n) x U(m))
résolu précédement, on a prouvé qu’il existe un unique SU(n + m)-sous mod-
ule F]’j C L?(M, L®%) qui est isomorphe & Mﬁm. Ceci nous donne une in-
terprétation simple de la quantification du fibré L®*. On a ensuite proposé une
définition d'un “laplacien de Bochner flou” agissant sur Mﬁm, dont le spectre
recouvre a la limite N — oo celui du laplacien de Bochner classique.

L’appendice A de notre étude vise principalement & analyser le probleme du
calcul des spectres de certains opérateurs différentiels invariants sur des fibrés
vectoriels homogenes. Dans la premiere section de cet appendice, on a donné
quelques définitions fondamentales en liaison avec les opérateurs différentiels
géométriques dont la notion d’ellipticité. On a ensuite détaillé un certain nom-
bre d’exemples d’opérateurs différentiels elliptiques. Dans la deuxiéme section,
on a d’abord essayé de rappeler les définitions et propriétés de base sur les
espaces et les fibrés vectoriels homogenes (voir [Wal, [He]). Par la suite, en
suivant l'exposition dans [Wa], on a étudié la notion d’opérateur différentiel
invariant et donné quelques propriétés sous-jacentes. La troisieme section est
consacrée a 1’étude de la décomposition en irréductibles des espaces de sections
continues et L? d’un fibré homogene arbitraire. Dans la section finale, on a



expliqué 'algorithme général permettant de calculer le spectre du laplacien de
Hodge sur les formes différentielles et celui de ’opérateur de Dirac sur les champs
de spineurs au dessus d’un espace riemannien symétrique compact. Comme ap-
plications de cet algorithme, on a d’abord calculé le spectre du laplacien de
Hodge A opérant sur les formes différentielles de bi-degré (0, ¢) sur P"(C) (voir
[IT] pour des résultas plus généraux). Ensuite, on a redémontré le résultat
donnant les valeurs propres de I'opérateur de Dirac D sur P2™~1(C).

Rappelons que D? est un opérateur différentiel elliptique, auto-adjoint et
positif de second ordre. La fonction zéta associé au spectre de 'opérateur D?
sur le fibré des spineurs au dessus de P"(C) (n = 2m — 1) est donnée par

(D%, )= > AT,
A€Spec (D?)\{0}
ou s est une variable complexe et chaque valeur propre non nulle A est répétée
autant de fois que sa multiplicité. Par des considérations générales (voir [APS2],
[Se]), on sait que ((D?, s) est une fonction holomorphe sur le demi-plan com-
plexe Y = {s € C; Re(s) > n}. De plus, cette fonction admet une extension
méromorphe a tout le plan complexe avec s = 0 un point régulier. En tenant
compte de ce fait, le déterminant zéta-régularisé de I'opérateur D? est défini par

Det¢(D?) := exp( — ¢ (D?, 0)).

Similairement, mais plus subtile, on définit le déterminant zéta-régularisé de
lopérateur de Dirac sur P*(C) par
(D%, 0
Det¢(D) := exp(ig (¢(D*,0) —n(D, O))) exp( - %),

ou n(D, 0) est un certain invariant spectral associé a D (voir, par exemple,
[APS1,2]). Dans l'appendice B de cette these, on dérive des expressions “ex-
plicites” (ou plutot calculables) pour Det:(D?) et Dets(D) en appliquant des
méthodes similaires a celles utilisées dans [BS] et [Sth]. Il est important de
noter que la forme polynémiale des valeurs propres de D? ainsi que de leurs
multiplicités est a 'origine des méthodes utilisées dans nos calculs.

Pour récapituler, cette these est structurée en quatres parties ou chapitres.
Dans le premier chapitre, on commence par étudier les regles de branchement
de U(n+m) aU(n)xU(m), de SU(n+m) a S(U(n)xU(m)), et de SU(n+m)
a SU(n) x SU(m). Par suite, on donne des applications de ces regles au calcul
des spectres de certains opérateurs différentiels invariants sur la grassmannienne
Gr,(C"™) (n. > m > 1). Dans le deuxieme chapitre, on étudie quelques as-
pects de la géométrie équivariante des espaces projectifs et des grassmanniennes
complexes du point de vue de l'existence des “approximations floues”. Les deux
derniers chapitres sont respectivement les appendices A et B décrits ci-dessus.

Soulignons que le premier et le deuxieme chapitres sont deux articles qui
comportent leurs propres introduction et bibliographie. Chacune de ces intro-
ductions aspire a donner une description plus précise du plan et des principaux
résultats du chapitre correspondant. Les bibliographies du premier et deuxieme
chapitres sont gardées séparées (& défaut de répéter quelques références) dans
le but de faciliter la lecture de cette these.
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In this paper, we prove a combinatorial rule describing the restriction
of any irreducible representation of U(n + m) to the subgroup U(n) X
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Introduction

Let G be a compact connected Lie group, and let K be a closed connected
subgroup of G. A branching theorem (or branching rule) is a description of
the K-irreducible representations and their multiplicities which occur in the de-
composition of any irreducible representation of G upon restriction to K. Since
the irreducible representations of G and K are parametrized by their highest
weights, a branching rule can be stated entirely in terms of these parameters.
In the first part of this paper, we study the branching rules for the passages
from U(n + m) to U(n) x U(m), from SU(n 4+ m) to S(U(n) x U(m)), and
from SU(n + m) to SU(n) x SU(m). In the second part, we compute the
spectra of certain invariant differential operators on the compact homogeneous
spaces U(n+m)/(U(n) x U(m)), SU(n+m)/(S(U(n) x U(m))), and SU(n +



m)/(SU(n)xSU(m)). Upon calculating the element of the universal enveloping
algebra associated to a given invariant differential operator, the corresponding
spectrum computation reduces to an application of the branching rules derived
in the first part. Similar spectrum calculations have been carried out in the case
of P"(C), e.g., in [CFG] and in [IT] by using the branching rule from SU(n+1)
to S(U(n) x U(1)).

The present article is organized as follows. In Section 1, we give a parametriza-
tion of the unitary irreducible representations of U(n 4+ m), U(n) x U(m),
SU(n 4+ m), and S(U(n) x U(m)). Section 2 starts with a review of some gen-
eral facts about polynomial representations of the unitary group U (k). Then we
give a complete proof of the Mickelsson branching theorem which describes the
decomposition of any polynomial irreducible representation of U(n + m) upon
restriction to the subgroup U(n) x U(m) (n > m > 2). This proof is based
on the Littlewood-Richardson theorem. We easily deduce a generalisation of
this branching rule to the case of arbitrary irreducible representations. Using
this result, we derive a general formula for the multiplicity of certain irreducible
representations of U(n) x U(m) in the restriction to U(n) x U(m) of a given
irreducible representation of U(n + m) (n > m > 1). In Section 3, we de-
rive the branching rule for the special unitary group SU(n + m) with respect
to the subgroup S(U(n) x U(m)) (n > m > 1). In Section 4, we show how
one can determine which irreducible representation of SU(n) x SU(m) occurs
in the restriction to SU(n) x SU(m) of a given irreducible representation of
SUMm+m) (n>m>1).

Let Det®® be a power of the determinant line bundle over the complex
Grassmannian Gr,, (C"T™). As an application of the branching from U (n+m) to
U(n) x U(m), we compute, in Section 5, the spectrum of the Bochner-Laplacian
on I'*°(Gr,(C"*™), Det®*), the space of C™ sections of the bundle Det®®.
Let S be the spinor bundle over the spin Grassmannian Gr,,(C**™), and let D?
be the square of the Dirac operator acting on I'*°( Gr,, (C"**™) | S). We derive
the spectrum of D? on two particular spinor subbundles. As a final example
of an application, let U(Det) be the unit determinant bundle over Gr,(C**™),
and let A be its Hodge-Laplacian. We compute its spectrum on C*°(U(Det))
by using the branching from SU(n +m) to SU(n) x SU(m).

In an appendix, we derive explicitly the highest weight of a certain irreducible
representation needed in the body of the text.

1 Parametrization of irreducible representations
for certain unitary groups

Let G be a compact connected Lie group, and let g be its Lie algebra. We fix a
G-invariant positive definite inner product ( , ) on g and we write B = —( , ).
Let T be a maximal torus in G, and let h be its Lie algebra. We denote by g°©
and hC the respective complexifications of g and . Let A(g®, h®) be the set
of roots of g relative to hC. The complex bilinear extension of B gives rise to
a positive definite form on hr := ih. Thus, for each A € by, there is a unique
element Hy € hg so that B(H , Hy) = A(H) for all H € hg. Hence we obtain
an inner product on b denoted by ( , ) such that

(N, p) =AH,) =pn(Hy)=B(Hx, H,) for\ p €bg.



Let us fix a system A*(g®, h®) of positive roots. We will say that A € b
is dominant if (A, a) > 0 for each o € A*(g", h®). If XA € (h©)* is the
differential of a multiplicative character & of T, i.e., if &x(exp(H)) = ) for
all H € b, then it is said to be analytically integral. By the theorem of the
Highest Weight, an irreducible finite dimensional representation of G is, up to
equivalence, uniquely characterized by its highest weight and the highest weight
can be any dominant analytically integral linear functional on h€. Let G be the
set of equivalence classes of unitary irreducible representations of G. Then each
dominant analytically integral form on H® will correspond to a unique element
of G. We shall use this one-to-one correspondence to give explicit parametriza-
tions of G for certain unitary groups.

Let now G = U(n +m), and let K = U(n) x U(m) with n > m > 1.
We denote by g and &, respectively, the Lie algebras of G and K. Let g© and
€ denote their complexifications. On g, we use the G-invariant inner product
given by

(X,Y)=(X,Y), =-Tr(XY) forX,Y eg.
Let
T = {A =diag (', ....., e¥0n+m); 0; eR forj=1,..,n+ m}

be a maximal torus, and let h be its Lie algebra. By complexification of b, we
get the complex Lie algebra

ht = {H =diag (h1,....., hptm); h; € C for j = 1,...,n—|—m},

which is a Cartan subalgebra of both g€ and ¢©. For j =1, ...,n +m, we define
a linear functional on h€ by

hi
€j e = hj .
hn+m
It follows that (e; , ej) = 0;; for all 1 < 7,5 < n + m. Observe that the

analytically integral members of (h©)* are of the form Z::m ape, with a, € Z.
Let us fix the following system of positive roots

AT (g, 0% = {ei—ej;1<i<j<n+m}

Let A = ZZ:{" Apep be an integral form, e, \, € Z for p = 1,...,n + m.
Then A is the highest weight of an irreducible representation of G if and only if

it is dominant relative to A+ (g®, h®). Since we have
(M, ei—ej)=X—A; foralll <i<j<n+m,

the condition of dominance of A is that Ay > Ao > ... > Ay

Let = >0 1 lpep + > 01 jpentp e an integral form. Since U(n)/x\U(m) =

U(n)xU(m), we see that p is the highest weight of an irreducible representation
of K ifand only if Iy > .... > [, and j; > .... > jm.
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Let now G; = SU(n+m), and let K1 = S(U(n) x U(m)) with n > m > 1.
Let g; and €, be the respective Lie algebras of G; and K;. Let g and £
denote their complexifications. The Killing form B of g; is nondegenerate and
negative-definite. Thus, we obtain a Gp-invariant inner product on g; given by

(X,Y)=(X,Y), =-B(X,Y) for X,Y eg.

Let us fix the following maximal torus of G; (and K)

n+m—1 g
=1 07

Ty = {A =diag (¢, ..., eifntm—1 m1 22
1<j7<n+m-— 1}.

); 0; € R for all

Let b; be the Lie algebra of Ty, and let h$ be its complexification. Thus,

¢ = {H =diag (71, .., Pnim-1,— 32127 ;) hj € C for all

j=1
1<j<n+m-1}

is a Cartan subalgebra of g§ and 5. Note that the analytically integral members

of (§$)* are of the form ZZ:lm_l ape, with a, € Z.

We fix in the sequel the following system of positive roots

{2e1} ifn=1,
At(gf, b)) = q{ei—ej3 1<i<j<n+m—1}u

{e1+ - +2e;+  +engm-1; 1 <i<n+m-1} ifn>2.

Let us set
n+m-—1 q 1
U= ——— an V= ——— .
2(n+m)? 2(n+m)?

For n > 1, we find that (e;, ¢;) = u for all 1 <i <mn+m — 1. Moreover, in
the case n > 2, one obtains that (e;, e;) =v foralll1<i<j<n+m-—1L1

Let A = ZZ;m ~! A e, be an integral form. Then A is the highest weight

of an irreducible representation of G if and only if it is dominant relative to
At (gl , b%). Forn>2and 1 <i<j<n+m-—1, we have
<)\, €; —€j> = (u—v)()\i —/\j).

Since (u —v) > 0, we see that (A, e; —e;) > 0 if and only if A; > X;. Note
also that

(Ayer+-+2epim1) = (—v)(n+m)Apym—_1 forn >1.

This implies that (A, e; + -+ 2ep41m—1) > 0 if and only if A,4,,—1 > 0.
Moreover, if n > 2 and if A\ > Ao > ... > Apym—1 >0, then

(A, e1+--+2e; 4+ +epgm—1) = (—v)(n+m)\; >0

forall1 <i<n+m-—2. Thus, forn>1, A= Zzznfl Ap€p is dominant if
and only if Ay > ... > A\yqppm_1 > 0.

Let us finally consider Ky = S(U(n) x U(m)). Assume that n > 2, and let

Zzzl lye, ifm=1,
= 1 :
Y opet ey + 2200 dpentp  ifm > 2,

11



be an integral form. We fix the following system of positive roots AT (¢, hT) =

{ei—e;;1<i<j<n} ifm=1,
{ei—ej;1<i<j<n}U{er+--+en+2e,41} ifm=2,
{ei—¢;j;1<i<j<n}tU{e;—e;j;n+1<i<j<n+m-1}U

{e1 4+ 42+ +eprm_1;n+1<i<n+m-—1} if m > 3.

Then p is the highest weight of an irreducible representation of K if and only
if it is dominant relative to AT (¢¢, hY). For 1 <i < j < n, we have

(p,ei—ej)=(u—0v)(li —1).

This shows that (x, e; —e;) >0 for 1 <4 < j <nif and only if I; > I,.
Form>3and 1 <r <s<m—1, we have

(1, engr —enys) = (u—0)(jr — Js)-

In this case, we deduce that (u, e,y — epys) > 0 if and only if j,. > js.
Moreover, for m > 2, we have

<:u , €1 +-+ 2671+m—1 > = (71})(77' + m)jm,—L

Then (g, e1 + -4+ 2eptm—1) > 0 if and only if j,—1 > 0. Finally, if
Iy >....> 1, and if j; > .... > j,_1 > 0, then we observe that

(wyer+--+2enpr+ - +enpm—1) = (-v)(n+m)j. >0

for all 1 <r <m — 1. Thus, the condition of dominance of p is that
I > 1
I > 1

2 Branching from U(n +m) to U(n) x U(m)

>y ifm=1,

>y and j1 > ... > jmo1 >0 ifm>2.

AVARAY]

2.1 Recapitulation of polynomial representations of U(k)

Definition 1 Let (V, (|, )) be a complex finite-dimensional vector space. Let
7 : U(k) — GL(V) be a representation of U(k). We denote also by T its
holomorphic extension to GL(k , C). If for every v,w € V, the map

GL(k,C) — C , g— (7(g)v, w)

is a holomorphic polynomial of the entries g;; of the matriz g, then the repre-
sentation T of U(k) is called polynomial.

Let us remark that
(1) the natural representation of U(k) on (C*)®% (a € N) is polynomial ;

(2) the integral power det® : U(k) — GL(C), g —— det(g)® defines a
polynomial representation if and only if @ € N;
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(3) if W7 and W are polynomial representations of U(k), then so are the
direct sum W7 @ W5 and the tensor product Wy @ Wy ;

(4) every subrepresentation of a polynomial representation of U(k) is again
polynomial ;

(5) if W is a polynomial representation of U(k), then so are the symmetric
powers Sym®(W) and the exterior powers A*(W) (a € N).

Now we can characterize the irreducible polynomial representations of U (k) by
the following proposition.

Proposition 1 An irreducible representation 75 of U(k) with highest weight
A= Z?Zl Aje; is polynomial if and only if A\, > 0.

Proof. Let 7, be an irreducible representation of U(k) (k > 2) with highest
weight A\ = Z?Zl Aje; (or simply A = (A1, ..., Ax)) where Ay > ... > A, We set
a; =Aj — Ajpq forall 1 < j <k —1,and ap = A\;. Observe that a; > 0 for all
1 <7 <k-—1and that

A= (al + - Fag, a2 + - tag, ..., ap-1 + akvak)'
Let 7,/ be the irreducible representation of U(k) with highest weight
N = (a1 + - +agp_1,a9 + - +ap_1,...,a5_1,0).

Then 7, is realized as a subrepresentation of the tensor product Sym (CH®
Sym 2 (A2CF) @ .... ® Sym -1 (AF~1C*) spanned by the highest weight vector
with weight X, i.e., the vector vy =01 @ (V1 AV2) P @ @ (U1 A AR
where {v;}1<;<k is the canonical basis of C¥. Thus, 7,/ is a polynomial repre-
sentation of U(k). Let D,, = (det)® . This is a one dimensional irreducible
representation which is polynomial if and only if a; > 0. Since 7\ = 7' ® Dy, ,
we deduce that 7, is polynomial if a > 0. Obviously, 7, is not polynomial for
ar < 0. O

2.2 The branching rules in the unitary case

Let A = (Aq,...,Ax) be an integral form of U(k) with A; > ... > A > 0. We

define the depth d of A to be the largest index j such that A; # 0. We associate

to A a Young diagram which consists of d left-justified rows of boxes with A;

boxes in the j** row. The integers (1,...,1,...,d,...,d) are called the symbols
—— ——

Ay Adg
of A. The total number of boxes in the diagram is | A ||= Z?zl Aj.

Let 7 be an irreducible polynomial representation of U(n+m) (n > m > 2)
with highest weight A = (A1, ..., \n1sm). Let 7, (resp. 7,,) be an irreducible poly-
nomial representation of U(n) (resp. U(m)) with highest weight © = (I1,...,1,)
(vesp. v = (j1, -, jm))- Recall that the multiplicity m |, .o om (Tu © 7o) giv-
ing the number of occurrences of 7, ® 7, in the restriction 7x | (n)xv(m) is equal
to the multiplicity of 7y in the tensor product 7; ® 7, where 7; (resp. 73) is an
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irreducible representation of U(n+m) with highest weight & = ({4, ...,{5,0,..,0)
(resp. 7 = (j1,..,Jm,0,..,0)) ([FH], [GW]). Now, suppose that 7, ® 7, oc-
curs in the restriction x|y (n)x v (m), i-€., Tty |0ty x (o (7. ® 7, ) # 0. Then we
can obtain new diagrams of )\, i.e., diagrams corresponding to A constructed
by adding || v || boxes to the diagram of  and by putting a symbol of v in each
additional box.

The Littlewood-Richardson theorem for the unitary group U(n + m) (see, e.g.,
[K'n]) says that the multiplicity m |, . (m) (7u ® 7o) 18 equal to the number
of new diagrams of A such that

(a) the integers in each row of the new diagram are increasing from left to
right,

(b) the integers in each column are strictly increasing from top to bottom,

(¢) the integers in the new diagram, when read from right to left and row by
row starting form the top row, are such that each initial segment never
has more of an integer ¢ than an integer j with j < .

In the next lemmas, we will continue to assume that m - |, ;) (1,®7,) #0
and we will consider a new diagram of A which satisfies the conditions (a), (b),
and (c) above. We denote by

(i) B(i, j) the box in the i*" row and the j " column of the new diagram.

(i) S the skew diagram corresponding to the boxes added to the Young dia-
gram of .

(i4i) R, the p'" row of the new diagram for 1 < p < depth ().
(tv) N(i,p)=1H#{i; i€ R,} for 1 <i<m, and 1 <p <depth(N).

In the case when depth (A\) < n + m, we set N(i,p) =0 for alll < i < m,
depth (A\) <p<n+m.

Lemma 1 We have N(i, p) =0 in the following cases:
(1) foralll<i<m-—-1,n+i+1<p<n+m.
(2) forall2<i<m,1<p<i-—1.

Proof. To prove (1), we will argue by contradiction. Assume that there exists
1 <ip < m—1 such that depth (\) > n+ig+1, and n+1ig+ 1 < pg <depth ()
with N(dg, po) > 1. Then we can find a box B(pg, ko) € S such that
B(po, ko) = . By the condition (b), we obtain that B(py —ig+1, ko) = ,
which is in contradiction with the fact that B(po — g, ko) € S.

Now, to prove (2), we will proceed by induction on i. From the conditions (a)
and (c), one deduces that 2 € R,. Hence, the case i = 2 follows. Suppose that
m > 3 and fix ¢ with 2 < ¢ <m —1 such that N(i, p) :0f01fa111§p§i—1.
If there exists 1 < pg < i such that N(i+1, pg) > 1, then E;:1N(i—|—1, p)is
> 1. However, the inductive hypothesis shows that Z;;ll N(i,p)=0. Thus,
we obtain that Z;=1 N(i+1,p) > Z;)_:ll N(i, p), which contradicts the con-
dition (c). This completes the induction. O
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Next, we note the following obvious observation.

Lemma 2 We have

1) X = {lp+ZZ—1N(q,p) if 1<p=<mn,
: Yoy nN(a,p)  ifn+l1<p<ntm
n+1
(2) ji = ZN(i,p) for all 1 <i<m.
p=1i

Let us introduce the following integral parameters :

. k§0):lj7 k§m):>\j+m forall 1 <j<n;
o k" =N, B =N(i,n+i) forall 1 <i<m;
o KD = kD) £ N(i, i) forall 1 <i<m,1<j<n—1,

Lemma 3 Foralll <i<m,1<j<n, we have

L0 g T N(p i+ i) i<,
! Z;:H—j—nN(pv i+7) if i+j5 > n.

Proof. For 1 <i<m, 1< j <n such that i + 5 < n, we have
i i—1 S
KD = BTV NG i)

= KN (L, i) ek N(iy i+ )

li+j+ZN(p7 itj)

p=1

For 1 <i<m,1<j<nsuchthat i+ j > n, we have

i i—1 S
KD = KD NG i)
KO L N(idj—n+1,i+5) 4+ -+ N(i,i+j)
= > N(p,i+j)
p=i+j—n
This completes the proof. ([

Lemma 4 For all1 <i<m, 1 <j<n, we have that

(i-1) (@)
> k; > k7.
Proof. Let us first prove that kgz_)l > kﬁ»i_l) foralll1<i<m,1<j<n. Itis
enough to show this inequality for j = 1. In this case, we have
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(@)

O, <K = r =4+ Ty M)
(1) If i = 1, we have k%iil) = kio) =ly. Since Ay > Iy, it follows that k((jl) > k:§0).
(i1) 1f 2 < i < m, we have k' " = I; + Y20" N(p,i). This implies that
i i—1

kD > kY. | |

Thus, the inequality kj(i)l > kﬁl_l) holds for j =1 and i = 1,...,m.

Next, we are going to prove that k§i_1) > k](-i) foralll1 <i<m,1<j5<n.
Assume that there exists 1 < i < m, 1 < j < n such that k;i_l) < kﬁi)7 and
set k = k‘j(-i*l) + 1. This implies that B(i + j, k) = with s < i. However,
B(i+j—1,k) e Sand B(i +j—1,k) =[r]with r > 4, yielding a contra-
diction with the condition (b). Hence, we conclude that k;i_l) > ky) for all
1<i<m,1<j<n,and the lemma is proven. O

Now, we define the following parameters :

. Sii):N(i,i) forall 1 <i<m,
¢ SV =5" ¥ N(i,i+j—1) foralll<i<m, 2<j<n

Lemma 5 We have

itj—1

(1) Sj(-l) = Z N(i,p) forall 1<i<m,1<j<n.
p=t

2) g = SY+ED forall 1 <i<m.

Proof. Point (1) can be proved by an easy induction on j. The formula of

point (2) follows since j; = Zz:; N(i,p) forall 1 <i<m. O

Lemma6 Foralll<i<m-—1,1<j<n, we have S](H'l) §S](i).

Proof. Let us fix ¢ with 1 < i < m — 1. Applying the condition (¢) of the
Littlewood-Richardson theorem to the integers ¢ and ¢ 4+ 1, we can write

Yo N(i+1,p) <357 N(i, p) forall 1 <j <n.

This inequality means that Sj(i+1) < S](i) for all 1 < j < n. Then we conclude
the lemma. O

Lemma 7 We have

(1) Sy) = \-— k‘gi*l) foralll <i<m.
Jj—1 J

2) S = AN+ D KD =S TR foralll <i<m, 2<j<n
p=1 p=1

Proof. Let us first prove the equality (1). For ¢ = 1, we have Sil) =N(1,1).
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Since Ay = I3 + N(1, 1), we deduce that S{l) = A1 — l;. Hence, Sil) =
A — k§0>, and then (1) holds in the case i = 1. Next, for 2 < i < m, we have
kgi_l) =1+ Z;;ll N(p,i). Since \; = I; + Z;Zl N(p, i), we obtain that
Ai — k:§i71) = N(4,4). This shows that S%i) =\ — kgiil). Consequently, the
equality (1) holds for all 1 < ¢ < m.

Now, to prove the second equality, we shall proceed by induction on j. For
j =2 we have Sf) =\— kgiil) for all 1 <14 < m. Observe that k%i) - kéifl) =
N(i,i41). This implies that

S = S L N(i, i+ 1)
= o+ kP —EY Y,

Then (2) follows for j = 2.
Next, for n > 3, we fix j with 3 < j < n. Assume that

j—2 j—1
() _ i i—1
S0, = R0 - S
p=1 p=1

Since k;?l - kj(j*l) =N(i,i+j—1), it follows that
SO = S NG i)

— g () (i-1)
- Sj—1+kj—1 _k]

Jj—1 J
S SED W
p=1 p=1

Thus, the equality (2) holds for all j, 2 < j < n. O

Definition 2 Let A = (A1,,...; Apgm ) and A = (I, ..., )(J1, s Jm ) be domi-
nant integral forms respectively for U(n +m) and U(n) x U(m) (n > m > 2).
LetT = {kij(-l) ;1<i<m—1,1<j<n} bea set of integers. We will say that
T interlaces the pair (A, A) if

(A K >k >k forant<i<m, 1<) <n;
(B) : ji=SV + kY foralll <i<m;

@) : S](-Hl)SS](-i) foralll<i<m-1,1<j<n,

where, by definition,

C KO =1y K = o fral 1555
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o & =, 89 = A =k forall 1<i<m.

o SV = NIk - kSTY forall 1<i<m,2<j<n.
Remark. Let 7, be an irreducible polynomial representation of U(n + m)

(n > m > 2) with highest weight A\ = (A1, ..., \ptm). Let 7, (resp.7,) be
an irreducible polynomial representation of U(n) (resp.U(m)) with highest
weight © = (I1,...,0,) (resp.v = (j1,.,Jm)). Assuming that we can con-
struct a new diagram of A subject to the conditions (a), (b), and (c¢) of the
Littlewood-Richardson theorem, we have proved that there exists a set of inte-
gers T = {k;z) ;1 <i<m-—1,1<j<n} which interlaces the pair (A, A)
where A = (1, ..., 0 ) (J1y ooy Jim )-

Conversely, we have the following proposition.

Proposition 2 Let 7, be an irreducible polynomial representation of U(n +m)
(n > m > 2) with highest weight X\ = (A1, ..., A\ntm). Let 7, (resp.T,) be an
irreducible polynomial representation of U(n) (resp. U(m)) with highest weight
w = (l1,...,1p) (resp.v = (j1, "’jm))’, and let A = (11, .., ) (J1y ooy Jm ). If
there exists a set of integers T = {kj(-z) ;1 <i<m-1,1<j<n} which
interlaces the pair (A, A), then there is a unique new diagram of \ satisfying
the conditions (a), (b) and (c) given above.

Proof. Under the notations and assumptions of this proposition and for all
1<i<m,1<p<n+m, we define

by =k it i<p<nti—l,

N(i,p):=1{ ki it p=n+i,

0 otherwise.
This implies that k" = k' + N(i, i+ j) forall 1 <i <m,l<j<n-—L
Using the facts that k;o) =1, forall 1 <j <n and that k%) = N(i,n+1i) for
all 1 <i < m, we immediately deduce (see the proof of Lemma 3) that

ON. livj+ Yo N(p,i+j) if i+j<n,

Observe that Y7 | N(q, p) = k(()p) - k;o) for all 1 < p < m. This proves that
Ap =1lp+>20_ N(gq, p)foralll <p <mn. Observealsothat 33, N(g,p)=

k:z(:f?)n forall n+1 < p < n+m. Then X\, = Z;n:pinN(q,p) for all
n+1 < p < n+m. By an easy computation, we find that S](.l) = Z;J;Ji_l N(i,p)
forall 1 <i¢<m, 1< j <n. Using the interlacing condition (B), we obtain
that j; = ZZIZ N(i,p) for all 1 <4 < m. This equality combined with the
fact that

N — L+ e 1 N(g,p) if 1<p<n,
’ S W N(g,p) intl<p<n+tm,

show that there exists at least one new diagram of A\ such that
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N(i,p)=t{i; i€ Ry} forall 1 <i<m,1<p<depth(A).

Let us consider the unique new diagram of A corresponding to the parameters
N(i, p) and satisfying the condition (a). We shall prove that this diagram
satisfies also the conditions (b) and (c).

To prove that the condition (b) is valid, we argue by contradiction. Suppose that
there exists a box B(p, k) € S such that B(p, k) =[r]and B(p+1, k) =[s|€ S
with 1 < s <r <m. This implies that Icz(f:ri)l < k;@rﬂ, which contradicts the
interlacing condition (A).

Next, we shall prove that the condition (c) is valid. We proceed again by
contradiction. Assume that there exists integers r, s, i with 1 < s <r <m and
r<i<n+rsuchthat > N(r,p)> Z;;lé N(s,p). Sincei—1>i—r+s,
we obtain that

(K)o N(r.p) >3, N(s, p)

If ¢ = n + r, then this inequality says that j. > js, which is impossible since
r > s. Thus, we can assume that r < ¢ < n+r — 1. In this case, inequality
(%) says that Sl-(i)r b1 > Si(i)r 41, yielding a contradiction with the interlacing

condition (C'). This completes the proof of the proposition. O
Consequently, we obtain the fundamental result of this section.

Theorem 1 (Mickelsson) Let Ty be an irreducible polynomial representation
of Un+m) (n > m > 2) with highest weight A = (A1, ..., \pm ). Let 7, be
an irreducible polynomial representation of U(n) x U(m) with highest weight
p= (1, 1) (1, dm ). Then the multiplicity m ), .\ oo, (Tu) s equal to
the number of sets T = {k;l) ;kj(-z) €Z for1<i<m-—1,1<j<n} which
interlace the pair (A, p).

Remark. In the original work of J. Mickelsson ( [Micl], compare also [Mic2]),
this result is already stated for n > m > 2. A proof was nevertheless given only
in the case n = m = 2.

Now, we shall generalize this theorem to the case of arbitrary (i.e., not
necessarily polynomial) irreducible representations. Let 7, be an irreducible
representation of U(n + m) with highest weight A = (A1, ..., Apym ). Let a € N
such that A\,4+m, +a > 0. We set 5\]- =Aj+a, forall 1 <j<n+m. Thus we
have 75 = 7y ® D,, where A= (5\1, ey 5\n+m) and D, := (det)®. Let us denote
Ta = Dajy iy wvim - Then, 7, is an irreducible polynomial representation with
highest weight v = (a, ..., a)(a, ..., a), and we can write

[ -~
7->‘|U(7L)><U('m) - T/\‘U(n)XU(m,) ®T_a

(T3) Ta ® T—q.

1%

mo.
s ’\‘U(n)XU(m)

Setting 7, = 7; ® T_,, We can see that m T,) = . 7).
& T K @ T*‘U(n)xw?n)( w) TMU(n)XU(m)( i)

Assume now that m -, (7z) # 0. The above theorem shows that there
U(n)xU(m)

exists a set of integers 7= {IEJ(-Z); 1<i<m-—1,1<j < n} such that 7
interlaces the pair (X, 1) where i = (11, ...,1n)(j1, -y jm). We define
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° k§i):~§i)—a forall1<i<m-—-1,1<j<n.

e IT={K";1<i<m-1,1<j<n}.

° lj:l}-fa forall 1 <j<n, and ji:jifa forall 1 <¢<m.

Observe that u = (11, ...,0, )(j1, ..., jm ) and that T interlaces the pair (A, p).
Consequently, we obtain

Corollary 1 Let 7 be an irreducible representation of U(n +m) (n > m > 2)
with highest weight A = (A1, ..., A\ntm ). Let 7, be an irreducible representation
of U(n) x U(m) with highest weight pn = (l1, ..., 10 )(J1, -, Jm ) - Then the multi-
plicity mnlzj(mw(m)(m) is equal to the number of sets T = {k]@ ; ky) € Z for
1<i<m—1,1<j<n} which interlace the pair (X, ).

2.3 Applications to “constant” highest weights of U(n) x
U(m)

In this subsection, we will analyse some particular cases of the branching from
U(n +m) to U(n) x U(m). More precisely, we shall concentrate on the case
of “constant” highest weights of U(n) x U(m) (i.e., highest weights of the form
(a,...,a)(b,...,b) with a, b € Z).

Proposition 3 Let 7 be an irreducible representation of U(n+m) (n > m > 2)
with highest weight A = (A1, ..., A\ntm ). Let 7, be an irreducible representation
of U(n) x U(m) with highest weight u = (a,...,a)(0,..,0)(a € Z). Let T =
{k]@ ;1 <i<m—1,1<j<n} bea set of integers. The following assertions
are equivalent :

(1) T interlaces the pair (X, p).
(2) Forall1<i<m-—1,

k(i) _ a if 1<j<n-—i,
J a—Ap—jt1 fn—i+1<j5<n,

and X\ = {()‘1"")‘”““"“’aﬂl_)\mw--,a—)q) if n>m+1,

(Mo Ay, @— Ay ooy, @ — A7) if n=m,

with A1 > A2 > ... > A\, > Sup {0, a}.

We prepare the proof by the following lemma.

Lemma 8 Let 7y, 74, and I be as in the assumptions of the above proposition.
Assume that T interlaces the pair (X, u). Then we have the equality

n

ZAP-&- Z kz(,i):ia forall1 <i<m.
p=1

p=n—i+1
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Proof. We proceed by induction on i. First, since Z interlaces the pair (A, p),
we observe that kéi) =a foralll1<i<m-—1,1<j<n—1i. Moreover, p is of
the form p = (I1,...; 10 )(J1, oy Jm ) With 3 = ... =1, = a and j; = .. = j,, = 0.
Hence, the condition j; = 5'7(11) + ky(Ll) implies that A\ + k:g) = a. This proves
the case i = 1. Let us fix ¢ with 1 <47 <m — 1, and suppose that

i n
ot D kY =ia
p=1 p=n—i+1
Using the equality
jir = SO 4 gl
N o Sy 10)
p=1 p=1
and the inductive hypothesis, we can see that
i+1 n
DMt D K =(i+1)a
p=1 p=n—i

This proves the formula of the lemma for ¢ + 1 and completes the induction. O

Proof of Proposition 3. First, we suppose that n > m + 1.

In order to prove the direct part of the proposition in this case, we will proceed
by serval steps. Let 7y, 74, and T be as above. Assume that Z interlaces the

pair (A, p). This forces kj(-i) =aforalll1<i<m,1<j<n-—i.
We claim that, for all 1 <14 < m, the assertion
(*)i : )\n,j+1+k§i) =q foralln—i4+1<j <n,

is valid. In fact, we can prove this by induction on i. For ¢ = 1, the assertion (x);
is a special case of the statement of Lemma 8. Let us fix ¢ with 1 <i <m — 1.
Assume (%), for all 1 < r < 4. We shall prove that (x);41 is valid, i.e., that
An—jt1 + kyﬂ) =a for all n — i < j < n. We do so by induction on j.

(1) For j = n, we have

n—1 n
SUHD = A+ Z kz(jﬂ) - Z k;i)
p=1 p=1
n—1 n
= Npi—a+ > kD= > kD,
p=n—1i p=n—i+1

Using the formula of the last lemma, we obtain that SUHD — it

if m>3and 2 <i<m — 1, then we have

), Similarly,

n

n—1
SIS W o
p=1 p=1
n

n—1
= M—a+ Z kl()i)_ Z k,l()i—l)

p=n—i+1 p=n—1i+2

= —kW,
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In this case, the inductive hypothesis shows that \; + kﬁf ) = a, and hence we
obtain that Sff) = A1 —a. Moreover, one easly find that 87(11) = A —a. Thus, we
conclude that S,(Li) =) —aforall 1 <i<m— 1. By the interlacing property,
we have S,(«fﬂ) < Sy(f) for all 1 <i < m —1, and then A\ + kr(fﬂ) > g for all
1 <i <m—1. However, for i = 1,..,m —1, we have the inequality kﬁf) > kgﬂ).
Since A\ + k:gf) = a, we deduce that a > \; + kﬁfﬂ). Thus, we have proved that
A+ kfj—"l) =q.

(2) Let us fix j with n —4 < j <n — 1. Suppose that A\p,_pt1 + kz(fH) = q for
all 7 +1 < p <n. We will prove that A\,_; 1 + k§i+1) = a. For this we consider
the following cases:

Case 1. For j = n — i, by Lemma 8 we have the equality

1+1 n n

(+Da=> A+ Y K= 3" (Appr + k).
p=1

p=n—i p=n—1

(i+1)

n—

This implies that A\;41 + k = a, i.e., the formula \,_;4; + k;i“) = q is
valid in the case j = n — 1.

Case 2. Assume m >3 and2<i<m-—1. Forj=n—-i+1,...,n—1, we

can observe that Sj(.Hl) = —kjy). In fact, using the inductive hypothesis, we
compute that
SRS IR o1
p=1 p=1
Jj—1 . J .
= e KO- ST W
p=n—1i p=n—i+1
i+1 j-1
= > Nt ) KTV —(i+j-n+la
p=n—j+1 p=n—1i
_ (i+1)
= —k;

Now, assume m >4 and 3 <t <m—1. For j =n—1:+4+2,..,n— 1, one can see
that S’](-Z) = A—j+1 — a. In fact, we have

Jj—1 J
S0 = A AP -3
p=1 p=1
Jj—1 J
= N—a+ > k- > kY.
p=n—i+l1 p=n—i+2

Then the inductive hypothesis implies that Sj(i) = Ap—j+1 — a. Moreover, a
simple computation gives that S’](-i) =)\, —a for j = n—1i+ 1. This shows
that S](»i) = Ap—jy1 —aforalln —i4+1 < j < n—1. Next, we fix j with
n—i+1<j<n-—1. Since Sj(i+1) < SJ(.i) for all 1 < i <m — 1, we obtain the
inequality An—j41 + kyﬂ) >aforalll <i<m-—1. Fori=1,..,m —1, the
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inequality k;i) > k§i+1)
that @ > A1 + kyﬂ). Hence, we conclude that A,_;41 + kj(.”l) = g and
this completes the induction.

Using the fact that kj(r) =qgforalll<r<m,1<j<n-—r, wecan easily see
that SJ(-HI) = Ai+1 — a and SJ(-i) =)N—aforall1<i<m-1,1<j<n-—1.
In particular, for 1 < i <m—1,1 < j < n — i, the inequality Sj(.H_l) < SJ@
says that A;+1 < A;. Finally, the interlacing condition (A) implies that A, > a

and a > A\,4+1. But we have also that \,,, + A\py1 = A + kfﬁ)mﬂ = a, then it
follows that A, > Sup {0, a}. This completes the proof of the direct part.

combined with the equality A,_ 11 + ky) = a implies

To prove the reverse part, we will put, as above, k;m) =Ajpm forall1 <j<n
and can thus assume that A and Z satisfy the following conditions:

O a ifl1<i<m and 1<j<n-—i,
i a—Ap—jr1 if1<i<m and n—i4+1<j5<n,

with Ay > A > ... > A\, > Sup {0, a}.
The conditions (B) and (C') required in the definition of the interlacing property
are obviously satisfied. We thus only have to check that the inequalities ky) >

k:y;ll) > kj(lll hold forall 1 <i<m,n—i < j <n-—1. Note that \; +k:$bl) =q.

Since Ay > 0, we have that k,(ll) < a, and hencevthe case 1 = 1 fpllows. Next,
we fix ¢ with 2 <4 <m. Observe that \,_; + k(l_l) = Ap—j + kj(l—i)-l = q for all

41
n—i+1 < j <n—1. This implies that k") = £\ foralln—i+1<j <n-1.

If j = n — i, then we have the equality A,_; + k;j@l = a. Because \; > 0,

we deduce that kf:ll 41 S oa On the other hand, we have ky(li__;)_l = a. So,

ky;ll) > k§21 for j = n — i, and then ky:ll) > kj(l)l forallm—i<j<n-1.

Note that Ay—js1 + k" = Aoy + ki) =aforalln—i+1<j<n—1.

Since Ay—j > Au—j41, we obtain that &\’ > k'Y foralln —i+1<j<n—1L
. . (i) _ 4.(-1)

Moreover, for j=mn—1i we have k;° = k;

inequality k;y) > k:ﬁ;ll) for all n —i < j < n — 1. This completes the proof of

the reverse part.

= a. Thus, we can write the

The case n = m follows by a completely analogous reasoning. |

Remark. In view of the theorem of Mickelsson, the last proposition shows that
the multiplicity m 1|,y o (T ) IS either 0 or 1.

Proposition 4 Let 7 be an irreducible representation of U(n+m) (n >m > 1)
with highest weight A = (A1, ..., A\nqm ). Let 7, be an irreducible representation
of U(n) x U(m) with highest weight pn = (a,...,a)(0,..,0)(a € Z). Then the
multiplicity M 7,1y ) my (Tw ) @8 €ither 0 or 1, and LLLZNE. (ry) =1if and
only if \ is of the form

)X U(m)

5= (Mo A, @y @, G — Ay ey a— A1) if n>m+1,
S (A Ay @ = Ay a— Ay ) ifn=m,
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with Ay > X > ... > Ay > Sup {0, a}.

Proof. Taking into account the last proposition, we have only to prove the case
m = 1. In this case, we write g = (11, ...y fin) (nt1) With g = -+ = p, = a, and
tnt1 = 0. It is well known (see, e.g., [Kn]) that the branching from U(n + 1)
to U(n) x U(1) is multiplicity free and that m ), (7)) =1 if and only
if the following conditions hold

{ AIZMIZAZZNZ%ZAnZNnZ)\n+17
+
Hn+1 = Z?:l /\j - Z;’L:I Hj -

Consequently, m 1,1, )., (7 ) = 1 if and only only if A is of the form

5= (M,a,ya,a—X) ifn>2
N ()\1,CL—>\1) ifn:l,

with Ay > Sup{0, a}. This shows the case m = 1 and completes the proof of
the proposition. O

Corollary 2 Let 7y be an irreducible representation of U(n+m) (n > m > 1)
with highest weight A = (A1, ..., Autm—1,0). Let 7, be an irreducible represen-
tation of U(n) x U(m) with highest weight u = (a + by, ...,a + by )(b1,..,b1),
where a, by € Z. Then the multiplicity m |, . ;m (Tu) is either 0 or 1 and
LN (Tu) = 1 if and only if

(1) form =1, X is of the form

5= (a+2by,a+b1,...,a+b1,0) ifn>2,
1 (a+2b.,0) ifn=1,

with by > Sup{0, —a};
(2) form > 2, X is of the form

(a—|—2b1,a—|—b1—|—b2,..7a+b1+bm,a+b1,...,a—|—b1,bl—bm,
A= cey 01— 02,0) if n>m+ 1,
(a—|—2b1,a+b1+b2,..,a—|—b1+bm,bl—bm,..., bl—bg,O) if n=m,

with by > by > ... > by, > Sup{0, —a}.

Proof. Let 7y and 7, be as above. Let Dy, := (det) b and let 7, be an irre-
ducible representation of U(n)x U (m) with highest weight v = (a, ..., a)(0, ..., 0).
Then mry ;0 v omy (1,) # 0 if and only if there exists an irreducible representa-
tion 7,+ of U(n + m) such that 7\ = 7,/ ® Dj, and mTA,|U(")XU(m)(T,,) #0. In
this situation, we have that m,, ;. (7u) = T 6y o) (1v). Applying
=1, and

the last proposition to 7,/ and 7, we deduce that T 6y (o) (1)

)\ is of the form

’ ’ ’ ’

)\/_{(/\1/,.., /\m,a,...,a,a—/\;n,...,a—/\ll) ifn>m+41,
B a— A

sy @— A7) if n =m,

24



with A > Ay > ... > A\ > Sup {0, a}.

Now, the condition 7\ = 7,/ ® Dy, forces A to be of the form

(A 4+b1,y A 4bi,a+by, ., a+bi,a+b —\
A= ey a4b—N) ifn>m+1,

’

(A 4Dy Ay b1, a+by =N a+by—A]) if n=m.

As we must have A,4.,, = 0, we obtain that )\1/ = a+ b;. For m > 2, we set
bj = )\j —a for all 2 < j < m. Then we see that A\ is of the required form. [

3 Branching from SU(n+m) to S(U(n) x U(m))

In this section, we shall derive the branching from SU(n+m) to S(U(n)xU(m))
as a consequence of the branching from U(n 4+ m) to U(n) x U(m). We first
show two preliminary lemmas.

Lemma 9 Let p be an irreducible representation of U(k) (k > 2) with highest
weight X = (A1, ..., A\ ). Then the restriction p|sy (k) is an irreducible represen-
tation with highest weight = (A1 — Mgy ey Ak—1 — Ak )-

Proof. Let the map ¢ : SU(k)xU(1) — U(k) be defined by ¢((A, z)) =z A
for A € SU(k) and z € U(1). Note that ¢ is surjective. Then, for p as above,
@*p:= p o pis an irreducible representation of SU (k) x U(1), i.e., p = p1 & pa
where p; and po are irreducible representations of SU (k) and U (1), respectively.
We deduce that plsyy = ¢ *plsuw) = p1. Let now H = diag (ihy,...,ihy)
with h; € Rfor j =1,..,k, and hy +--+hi, = 0. Let 6 € R. If we denote by ¢
the differential of ¢ at (I, 1), then we have

0.((H,i0)) = diag ((i (hy +0),....i (hy +60)) = H .
Denote by ¢ the dual map of the C-linear extension of .. Observe that

W(AN(H, 0) = MH)
= i/\l(h1 +9)+"+i)\k(hk+9)
= i()\l—)\k)hl-i-"-i-i()\kfl—)\k)hk71+i9()\1+"+)\k).

Thus, ¥(A\) = (p, v) where = (A1 — Mg, ., Ak—1 — Mg ) and v = (A 4+ +Xg ).
It follows that p1 = p|gy (k) is irreducible with highest weight

H = ()\1 - >\k7 .y )‘k—l - )\k )7
and this completes the proof. O
Similarly one proves

Lemma 10 Let p be an irreducible representation of U(n) x U(m) (n > m > 2)
with highest weight v = (11, .., 1n)(j1, ., jm). Then the restriction p|s (n)xuv(m))
is an irreducible representation with highest weight

M= (ll _jmw”»ln _Jm)(Jl _jmw'wjmfl _]m)
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We can now prove the main result of this section.

Theorem 2 Let 7, be an irreducible representation of SU(n+m) (n >m > 1)
with highest weight A = (A1,..., A\p4m—1). Let 7, be an irreducible repre-
sentation of S(U(n) x U(m)) with highest weight p. Then the multiplicity
M7y |50 (my <ty (T ) 18 nOD-zero if and only if there exists an irreducible repre-
sentation 7, of U(n) x U(m) such that

TV|5(U(n)><U(m)) =Ty and mT;|U(n>xU(m)(Tl’) # 0,
where 75 is the (class of the) irreducible representation of U(n + m) with high-
est weight A = (A1, .., Antm—1,0). Moreover, such a representation 7, is unique.

Proof. We shall return to the notations G = U(n+m), K = U(n)xU(m), G; =
SU(n+m), and K1 = S(U(n) x U(m)). Let 7, 75, and 7, be as above. Since

K €] e} .
we have Res, (Res 75) = Res, 5, we can write

mT;\|K1(TH) = Z mT;\lK(TV)mTulKl (TH)'
T,,EI?

Observe that Res 21 75 = 7». This shows that Res il RBS?{T}\ = Res Ic(l Tx, and
then we have m, |, (7,) = Mo, (7). We conclude that m,, |, (7,) # 0 if
and only if there exists 7, € K such that m., |, (7,) # 0 (in this case, we have
here m, |, (7,) = 1, i.e., 7|k, = 7,) and m, ), (7,) # 0. This proves the
first statement.

Now, we shall prove the second statement in the case m > 2. Assume that there
exists an irreducible representation 7,» of U(n) x U(m) satisfying 7,/ |k, = 7,
and m |, (7,7 ) # 0 with v v Ity = (1, -, 10) (1, -, Jm), then there exists
a € Z* such that v’ = (I1+a, ..., [, +a)(j1+a, ..., jm +a). Since Mr | (Tv) # 0,
we can find a set of integers 7 = {k'](i); 1<i<m-1,1<j<n} which
interlaces the pair (5\, v). In particular, we have the interlacing condition
Ji = S,(f) + k,@ for all 1 <4 < m. For ¢ = 1, this equality implies that
> =1 k:,()l) =Jj1— M+ >, . Recursively, the equality j; = SO 4 kY will
give us the formula

Zkz(f):ij—Z)\p—l—le (1)
p=1 p=1 p=1 p=1

for all 1 <i < m — 1. In the case i = m, the equality j; = ng) + kgf) says that
A DA W o k:l(,mfl). Using formula (1), we deduce that

p=m p=1
n+m—1 m—1 n
Jm = Z Ap — Z Jp — lp- (2)
p=1 p= p=1

Similarly, since we have m| «(7,7) # 0, there exists a set of inegers Z f =
{k:/;l); 1<i<m-—1,1<j<mn} which interlaces the pair (A, »"). By the
same reasoning as above, we obtain that
n+m—1 m—1 n
Jmta= > A=Y dp—> L~ (n+m—1. (3)
p=1 p=1 P

=1
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Combining the equalities (2) and (3), we find that (n +m)a = 0 which contra-
dicts the hypothesis a € Z*. Thus, the second statement is proven for m > 2.

Similarly, this statement follows in the case m = 1 by applying the branching
from U(n+ 1) to U(n) x U(1) (compare the proof of Proposition 4). O

Corollary 3 Let 7\ be an irreducible representation of SU(n + m) with high-
est weight A = (A1, ..c,dngm—1) (n > m > 1). Let 7, be an irreducible
representation of S(U(n) x U(m)) with highest weight p = (a,...,a)(0,..,0),
where a € Z. Then the multiplicity mT)\‘S(U(n)XU(m))(TM) is either 0 or 1, and
(LN (r,) =1 if and only if

(1) for m =1, X is of the form

- (a+2b1,a+b1,...,a—|—b1) anZQ,
N (a+2b1) ifn=1,

with by > Sup{0, —a};
(2) for m > 2, X is of the form

(a—|—2b1,a—|—b1—|—b2,..7a+b1—|—bm,a+b1,...7a—|—b1,bl—bm,
A= ....,bl—bg) anZm—i—l,
(a4+2b1,a+br+by,..,a+by+by, by —bp,..., by —b2) if n=m,

with by > by > ... > by, > Sup{0, —a}.

Proof. Let 7\ and 7, be as above. Note that m ¢ (.)xv(my (Tw) # 0 if and
only if there exists an irreducible representation 7, of U(n) x U(m) such that

Tol s (n)xU(m)) = 7, and mT;‘U(n)XU(m)(TV) # 0, where A\ = (A1, ..., \pgm—1,0).
Moreover, we have observed that such a representation 7, is necessarily unique.
It follows that mT)\‘S(U(n)x[.](m))(T;u). = m7.'5\|U(n)><U(m)(TV)' By the condition
TolsUn)xvU(@m)) = Ty, the highest weight v is of the form

V= (a,—|—bl,...,a—|—b1)(b1,..,b1)

with b; € Z. Now Corollary 2 completes the proof. [

4 Branching from SU(n+m) to SU(n) x SU(m)

In this section, we study the branching from SU(n +m) to SU(n) x SU(m) by
using similar techniques as in the last section. We first give the following useful
lemma.

Lemma 11 Let p be an irreducible representation of S(U(n) x U(m)) with high-
est weight = (l1,..,1n)(J1, -, Jm—1) (n > m > 2). Then the restriction

Plsvimyxsum, 18 an irreducible representation with highest weight

v= (ll - ln7 ~~~7ln71 - ln)(]lu ~'~7jm71>-
Proof. Define ¢ : SU(n) x SU(m) x U(1) — S(U(n) x U(m)) by
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O((A,A), z2)=(zmA,z"A").

Note that ¢ is surjective. Thus, if p is as above, the representation p*p := p o ¢
of SU(n) x SU(m) x U(1) will be irreducible. We can then write ¢ *p = p; ® pa
where p; and ps are an irreducible representations of SU(n) x SU(m) and U (1),
respectively. In particular, we have that p1 = ©*p|cp 1 svim = Plsvm xsvm -
Let now H = diag (i h, ...,i hy) with hj € Rfor j =1,..,n and hy +--+h, = 0.
Let H =diag(ih'1,....,ih" ) withh'; € Rforj=1,..,mand h'y+--4h',, =0,
and let § € R. We have o.((H, H'),i0) = (im01I, + H, —in61I, + H")
where @, denotes the differential of ¢ at ( (I, I,n), 1). Let ¢ be the dual map
of the C-linear extension of ¢. If u = (l1,..,1,)(J1, -, jm—1) is the highest weight
of p, then we observe that

W) ((H, H'),i0) = p(im0L,+H, —infl, +H)
n m—1
= i) LmO+hy)+i > Gp(-nb+ D)
p=1 p=1
n—1 m—1 n m—1
= iz(lp_ln)hp"'zjphp-i-i(lep—n jp)g.
p=1 p=1 p=1 p=1

This shows that ¢¥(u) = (v, v) where v = (I1 —ln, ooy ln—1 — 1) (1, -y jm—1) and
y=mY,  lp—n 221:711 Jp). Consequently, pj ;.\ su(., IS an irreducible
representation with highest weight v = (I; — Iy, ooy lne1 — 1n) (1, ooy Jm—1) . O

Remark. If p is an irreducible representation of S(U(n) x U(1)) = U(n) with
highest weight p = (I1,...,1,) (n > 2), then Plsuemyxy 1S an irreducible repre-
sentation with highest weight v = (Iy — l,,, ..., ln—1 — I) (see Lemma 9).

Next, we give the main result of this section.

Proposition 5 Let 7, be an irreducible representation of SU(n+m) with high-
est weight A = (A1, ..., \uqm—1) (n > m > 1). Let 7, be an irreducible rep-
resentation of SU(n) x SU(m) with highest weight w. Then the multiplicity
mTA|SU(n)><SU(m)(TH) is mon-zero if and only if there exists an irreducible repre-
sentation 1, of S(U(n) x U(m)) such that

~
TV‘SU(")XSU(m) =7, and mTA\s(U(n)xU(m))(TV) # 0.

Proof. We continue to denote Gy = SU(n +m), and Ky = S(U(n) x U(m)).
Let us denote Ky = SU(n) x SU(m). Let 75 and 7, be as above. Since we have

Res 2 (Res 2 7\ ) = Res IG(; Tx, We can write
m‘n\Kg(TM) = Z mT)\‘Kl(TV)mTV‘K2(TH)'
ek,

This shows that m |, (7,) # 0 if and only if there exists 7, € K, such
that m |, (7,) # 0 (in this case, m |, (7.) = 1, ie, 7|k, = 7,) and
mTk|K1(Tl’>7é0' O
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Corollary 4 Let Ty be an irreducible representation of SU(n + m) with highest
weight X = (A1, ..., Antm—1) (n > m > 1). Let p denote the trivial representa-
tion of SU(n) x SU(m). Then the multiplicity m |5,y sum, (P) @8 mon-zero
if and only if

(1) form =1, X is of the form

_J(a+2b,a+bi,..at+by) ifn>2,
) (a+2by) ifn=1,

with a € Z and by > Sup{0, —a};
(2) for m > 2, X is of the form

(a+2by,a+by+ba,..,a+by+by,a+by,...,a+by, by —bpy,
A= ....,bl—bg) zfan—l—l,
(a—|—2b1,a—|—bl—|—b2,..,a—|—bl—|—bm,bl—bm,..., bl—bg) if n =m,

with a € Z and by > by > .... > by, > Sup{0, —a}.

Proof. Let 7, be as above. By Proposition 5, m |,y svom (P) # 0 if
and only if there exists an irreducible representation 7, of S(U(n) x U(m))
such that 7,|gum)xsum) = p and mU‘S(U(n)XU(m))(T,,) # 0. The condition
Tolsu(myxsum) = p shows that v is of the form v = (a,...,a)(0,..,0) with
a € Z. Then we conclude the proof by applying Corollary 3. (]

5 Determination of the spectra of certain invari-
ant differential operators

5.1 Spectrum of the Bochner-Laplacian on line bundles
over complex Grassmannians

First, we make some general remarks about the Bochner-Laplacian for homo-
geneous vector bundles over compact bases. Let G be a compact Lie group,
and let K be a closed subgroup of G. We denote by g and £ the respective Lie
algebras of G and K. Let us fix a G-invariant inner product (, ) on g. Then
we have the reductive decomposition g = ¢®m where m = £+ is an Ad(K)-
invariant subspace of g. In a natural way, we obtain a G-invariant metric on the
Riemannian homogeneous space M = G/ K which we also denote by ( , ). Note
that the isotropy representation of G/K is equivalent to the adjoint action of K
in m. So, the tangent bundle T'M of M can be identified with the homogeneous
vector bundle G Xk aq M.

Now, the group K acts on G from the right and the canonical projection
7 : G — G/K is a K-principal bundle. For X € ¢, the fundamental vec-
tor field of the K-action is given by

d
X(g) = 5| 9 exn(tx).

Thus, X coincides with the left invariant vector field X ¢ corresponding to the
vector X € ¢.
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For g € G, we denote by L, and R, respectively the left and right translations in
G. Then the vertical tangent space of the K-principal bundle 7 : G — G/K
at the point g coincides with the space dL4(€). Moreover, we have the direct
sum decomposition T,G = dL4(8) & dLy(m). Since the space dLy(m) is right
invariant under the K-action, the above splitting defines a connection in the K-
principal bundle (G, 7,G/K). Let © be the left-invariant Maurer-Cartan form
of the Lie group G; © : TG — g, O(ty) = dL,-1(t,) fort, € TyG. We can eas-
ily see that the 1-form Z := pre o © is a G-invariant connection in (G, 7, G/K).
Note that Z induces a covariant derivative VZ in TM = G x K, Ad m. By the
invariance property of { , ), we can see that V7 is torsion free and is com-
patible with the Riemannian metric. Thus, the connection Z agrees with the
Levi-Civita connection of M = G/K (see [Fr| for more details).

Let p: K — U(V) be a finite-dimensional unitary representation of K,
and let & = G xg ,, V be the associated homogeneous vector bundle over M.
We denote by C=(G, V)X 7 the vector space of C*° functions f : G — V
satisfying the condition

flgk) = P(kil)f(g) forallg e G, k € K.

Recall that this space is linearly isomorphic to I'*°(E), the space of C'™ sections
of E. For s € IT°(E), we will denote by 3 the element in C®(G, V)&:r
corresponding to s under this isomorphism. Let X € x(M) be a C* vector
field on M, and let s € I'*°(FE). If we denote by V the induced connection on
E, then we have (see, e.g., Proposition III. 1.3 in [K'N]) the relation

Vxs=X*3,

where X* is the horizontal lift of X to G with respect to the connection Z.
Let V*V : I'*°(E) — I'*°(E) be the Bochner-Laplacian relative to the natural
L2-structure on sections of E (see, e.g., [W]). Then we define an associated

operator AV acting on C°(G, V)X-7 by
VAV § = (V/*\V/s) for every s € I'™°(E).
Let {X1,..., X, Xp41, ..., Xn } be an orthonormal basis of g such that {X1, ..., X, }

is a basis of m. Let Q. = — Zjvzl X;?and Q, = — Z;VZPH X;? be the Casimir

operators of G and K relative to (, ) and (, )|exe, repectively. Then the op-
erator V*V can be expressed in terms of Q2 , and Q . as follows.

Lemma 12 For every s € I'°(E), we have VV§= (Q,—Q,)-5.

Proof. The differential operators V*V and Q o — 2, are both left G-invariant.
Thus, to prove the lemma, it suffices to show that

(V*V3)(e) = ((Q, —Q, ) §)(e) for every s € T=(E).
Let £ > 0 and let

B(O]Rzmﬁ)at:(tl,...,tp)»i)&’tp( Z;:l thz)K
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be local normal coordinates around 0. For all 1 < i < p, we define a vector field
Y; on the open set U := ¢(B(Ogs , €)) by setting

Yi(p(t) = 3gt(t) for 0 < [t| <e.

Observe that the local vector fields Y7, ...,Y, form an orthonormal basis of the
tangent space at the point 0 = e K. Then, for a local section s € I'°(U, E),
we can write

(V*vs)o = (_ Zf:l VYiins)ov
and hence
(VVE)(e) = (— X0, Vv, Vy s)(e) = =30, ()2 3)(e),

where Y;* is the horizontal lift of Y; to G. Fori = 1,...,p, let X denote the left
invariant vector field corresponding to the vector X; € m (i.e., X&(e) = X;),
and let ; : (—€, €) — G be the curve defined by ~;(t) = exp(t X;). Note that

AL, )+ (Fi(t)) = ALy )+ (XE(1i(t))) = XE(e) = X, € m.

Thus, for all 1 < i < p, the curve ~; is horizontal. On the other hand, if
0 <[t <eandif 1 <i<p, then we have

dr(Yi*(7i(t))) = Yi(m(7(t))) = dm(5i(t)).

We deduce that Y;*(7;(t)) = 4;(¢) forall 1 <i <p, 0<|t| <e. Now, let us fix
i with 1 <4 <pandlet s € (U, E). We observe that

() 8)e) = | {7 8) ()}
d? -
= WFOS(%(U))

= ((X)*-3)(e).
Consequently, we obtain that
(V*V3)(e) = —(27o; (Xa)? - 5)(e) = (2 — Q) - 5)(e),
and this concludes the proof of the lemma. |
Next, let £ = G X, ,C be a 1-dimensional complex vector bundle over M =
G/K. For a € Z, we denote by V, the induced connection on the tensor power

E® of the bundle E. As we have seen, the Bochner-Laplacian V,*V, acting
on I'°(G/K , E®*) is related to the Casimir operators Q, and €, acting on

Cc>(G, )% ”®a, where p®? is the induced tensor product representation. More
precisely, we have the following identity.

Corollary 5 If s € T°(G/K , E®%), then



Proof. Let {Xi,..., X, Xp41,..., Xy} be an othonormal basis of g as above.
For s € I'°(G/K , E®"), we have proved that V,*V, 5= (Q,—Q, )-§ where
Q. = —Z;.V:l X;? and Q, = —E;.V:pﬂ X;? are the Casimir operators of G
and K relative to (, ) and (, )|exe, repectively. Now, for j = p + 1,..., N,

observe that
(X;8)0) = o soean(ix))
— %’Opm(ea:p(—th))g(g)

d @~
= 2| pleap(—tx7))" 5(g)
= _ap*(Xj) §(g)
for all g € G. Thus, we obtain that

Qe 5=—(a® X0 1 (pu(X)))?)5.

This completes the proof. O

Remarks. (1) In the above notations, we fix G = U(n+m), K = U(n) xU(m),
and (, ) the inner product on g given by (X ,Y ) = -Tr(XY) for X,Y € g.
For j =1,..,n+m, let H; = diag (h1, ..., hntm) be the diagonal matrix given
by h; = le§jl forall 1 <! <n+m. Let {X1,...,X,, Xpt1,...,Xn} be an
othonormal basis of g as above such that {Hx1, ..., Hpym} C {Xpt1,., XN}

Recall that G/K is diffeomorphic to the complex Grassmannian Gr,(C"t™).
Let Det := {(E, v) € Gr,(C*™™)x A*(C"T™) ; v € A"(E)} be the determinant
line bundle over Gr,(C"*™). Let p; : K — GL(C™) be the representation

given by
ki 0 _
pl << O k2 )) B kl’

where k1 € U(n), and ks € U(m) (i.e,, pr = pr1). Observe that Det =
G X anp, (A"(C"™)), where A"p; is the induced exterior power representa-
tion on A™(C™). Thus, Det = G xg ,C with p = det o pry. For a € Z, one
deduces that Det ®* = G x g ,0a C with p®*(k) = (p(k))* = ((det o pry)(k))*
for all k£ € K. Note that

N

N
D (pP(X)) = @
Jj=p+1 Jj=p+1

N
>

Consequently, for @ € Z and s € I*°(G/K , Det®*), we obtain that
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V/a;_v/a§:(ﬂcfna2)'§.

(2) Note that the complex Grassmannian Gr,,(C"*t™) is also diffeomorphic to
G1/K; where G; = SU(n + m), and K1 = S(U(n) x U(m)). Let B be the
Killing form of the Lie algera g, of G;. The inner product (, ) = —B on g,
induces a Riemannian metric on Gr,(C"*™) = G;/K; denoted again by ( , ).
Observe that Det = G x g, , ,C, with p = det o pry. Relative to the metric ( , ),
we can define the Bochner-Laplacian V,*V, acting on I'*°( Gy /K1, Det ®*) for
a € Z. Let Q. be the Casimir operator of G with respect to (, ). Then, by

the same computation as above, we see that V,*V, = Qg + a’ ¢ where € is
a constant independent of a. Later, we shall calculate explicitely this constant &.

Next, we are going to compute the spectrum of the Bochner-Laplacian
V"V acting on I'°(Gr,(C"*™), Det®*) where a € Z and n > m > 1.
For this aim, we shall identify the Grassmannian Gr,,(C"*™) with the homo-
geneous space U(n +m)/(U(n) x U(m)). In particular, the Riemannian metric
on Gr,(C"™™) will be chosen as above. Under these assumptions, we find the
following description of the spectrum.

Proposition 6 For a € Z and n > m > 1, the spectrum of V,*V, acting on
I'>°(Gr,(C"*™), Det®*) is given by

Spec v, v, (T°(Gr,(C"*™), Det®*)) = {)\b =2 (Zy;l bi(bj+n+m—2j+
1+a))+nma;b=(by,...bm) € N™ with by > ... > by, > Sup{0, —a}}.

Proof. Let the pair (G, K) be as above. For a € Z, recall that Det®® =
G xx po C where p®(k) := (det o pri(k))® for all k € K. Note that p® is an
irreducible representation of K with highest weight p = (a,...,a)(0,...,0). Via
the identification T'°°( G, (C"*t™), Det®®) = C®(G, C)X 7" | we shall write
Vo'Ve=Q, —na? Let L>(G/K, Det®) be the space of square-integrable
sections of the bundle Det®® over G/K. Applying the Peter-Weyl theorem, we
obtain that

L*(G/K, Det®*) = @ m., (p*) Vs.
76@

Note that Q |y, = c(v) Id with c(y) = (A, + 20, Ay ) (see, e.g., [W]) where
Ay and J, are respectively the highest weight of v and half the sum of the
positive roots of G (with respect to the system of positive roots given in the
first section). Since V,*V, is an elliptic operator, the spectrum is given as
follows:

Spec v,+v, (T°(G/K , Det®)) = {c(y) —na?; v € G, my, (p*) # 0},
By Proposition 4, we know that m,, (p*) # 0 if and only if A, is of the form

Ay =

(M, Amya, e a,a— A,y a—XA ) ifn>m+1,
(Ayey Ay @ — Ay ey @ — A7) if n=m,

Let A, be of the above form. Recall that 24, = Z;jlm (n+m—2j+1)e; with
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(ei,ej)=20;;foralll <i,j<n+m. Thus, for all n > m, we easily compute
that

c(v) = (M+266, )

Q(Z N(Aj+n+m—2j+1—a))+na(a—m).
j=1

Setting b; = A\; —a for all 1 < j < m, we find that

c(y) —na® = 2(2 bj(bj+n+m—2j+1+a))+nma,
j=1
with by > ... > b, > Sup {0, —a}. This shows the proposition. O

Remark. For a € Z, it is clear that the smallest eigenvalue of V,*V, on
I (Grp,(C*™™), Det®*) is A\ = nm]al.

5.2 The “line bundle part” of the Dirac spectrum on com-
plex Grassmannians

Let us consider the pair (G1, K1) = (SU(n+m), S(U(n) x U(m)). Note that
M = G1/K; is a simply connected Riemannian symmetric space. Moreover,
M = Gr,(C™™) is a compact Kahler manifold of complex dimension nm.
Thus M admits a spin stucture if and only if there exists a square root of the
canonical bundle Kj; = A"™: M | ie., a complex line bundle L such that
L®L = K ([H]). Equivalently, M has a spin stucture (which must be unique
in this case) if and only if n + m is even ([CG]). Let us assume from now that
n + m is even. Let S be the spinor bundle associated to the homogeneous spin
structure of M. Recall that S is a homogeneous vector bundle over M. Since
M is a Kéahler spin manifold, we have ([F'r]) the isomorphism

S=S)® ... @ Snm

where S, ,,, is the square root of the canonical bundle, S2, = Ky, and S, =
Arm=T, 0 M @ S, ,,, for all 0 < r < nm. Observe that Sy and S,,,,, are the only
rank one subbundles in the above decomposition.

Next we shall be interested in the subbundles Sy and S,,,,,. Note that K;; =
G1 XKy, p N"™(C* ® (C™)*) where the isotropy representation p = A" Ad*
is irreducible with highest weight (see the appendix)

A= (n+m)(er+---+ep)
= (n+m,...,n+m)(0,..,0).
This yields an isomorphism Sy, ., = Gy Xk, -, C, where 7, : K1 — GL(C) is
an irreducible representation with highest weight
n-—+m n-—+m
w=( 5 g )(0,....,0).

Similarly, one deduces that Sy = Gy Xk, -, C where 7, : K1 — GL(C) is an
irreducible representation with highest weight

n-—+m n—+m
v=(=—5 =5 )(0,...,0).
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Let Det 2 G Xk, ,p, C with p; = det o pry, be the determinant line bundle
over M = Gr,(C"*™). Then we have obviously the following isomorphisms

( n+1n ).

So & De Spm = Det ©

Let now D : I'°(S) — I'>°(S) be the Dirac operator, and let D? be its square.
Since M = G1/K; is a simply connected compact Riemannian symmetric space
with scalar curvature R = nm, we have ([F'r]) the identification
nm
=Q, 4+ —
. 8
Remarks. (1) As before, let g, be the Lie algebra of G1, and let B be its
Killing form. Consider on M the Riemannian metric induced from the inner
product in g, given by ( , ) = —B. If we denote by V*V the Bochner-Laplacian
acting on I'*°(S), then we have ([F'r]) the Schrédinger-Lichnerowicz formula
nm
=V'V+ —
+ 4
From this formula and the above observations, we obtain the following identifi-
cation of operators acting on .S

V'V =0, - 21
8
A fortiori, this formula holds of course true if the action of V*V is restricted
to I°(G1 /Ky, Det® ")), For a € Z, we have already observed that the
Bochner-Laplacian V,*V, acting on I'°(G1/K;, Det®*) can be identified
with an operator of the form €, + a’? ¢ where ¢ is a constant independent

n+m
2

of a. In particular, for a = , we have that

VIV =Q, -2 =Q, + (M)

This implies that & = and then

2(n+m)2 ’

2

va*va:Q _ _nma

Gy 2(n+m)? "

(2) Since the Killing form B of g, is given by
BX.,Y)=2(n+m)Tr(XY) forall X,Y € g,,
we deduce that Spec v, v, (I'°(G1/K;y, Det®)) =

{2(n+m)/\ A€ Spec v,+v, (T°(G/K, Det®))} =

o=k (S0 bj(bj +n+m—2j+1+a)) + 5228 b= (by ..,by ) € N™

with by > ... > by, > Sup {0, —a}}.

Corollary 6 In the above notations and for n > m > 1, one has
(1) Spec p2(T>(Gr,(C"™), Sp)) = {\ = 2(n+m) (Z bj(2b; + n+m —
4j42)) ;b= (b1,....bm ) € N™ with by > ... > by, > 4™},

(2) Specp2(T=(Gra(C™™), Spm)) = {N = 5 n+m)(2 b;(2b; +3n+
3m—4j+2))+ 22 b= (by,....bp ) € N™ with by > .. zb > 0}.
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Proof. By the Schréodinger-Lichnerowicz formula, we can immediately derive
this corollary as a consequence of the above remark. (I

Remark. Observe that the smallest eigenvalue of D? on I'™°(Gr,, (C"*™), Sy)
(resp. T°(Gryp,(C"™™), Spm)) is A = 22,

5.3 The Laplace spectrum of the unit determinant bundle

Let U(Det) := { (E, v) € Det; ||v]| = 1} be the unit determinant bundle over
the Grassmannian Gr,(C"T™). As before, we consider the pair (G, K1) =
(SUMm+m), S(U(n) xU(m))), and we set Ky = SU(n) x SU(m). The group
(1 acts from the left on the determinant bundle by

g-(E,v)=(g9(E), g-v) for (g, (E, v)) € G1 x Det.

This action is clearly transitive on U(Det). Let E; be the subspace spanned
by the first n vectors of the canonical basis {f1,..., faem} of C*™™ and let
vy = fi A... A fn. Denote by Stab (g, .,)G1 the isotropy subgroup of the point
(E1, v1) and observe that Stab (g, ,,)G1 C Stabg, G1 = Ki. Let now

g1 0
g = < 0 g ) GSth(El,vl)Gl-

Observe that g - v1 = (det g1)vi. Hence, we get detg; = 1. Since detg =
(det g1)(det g2) = 1, we deduce that detgs = 1. So, g € Ko, and thus
Stab (g, v,y G1 = Kj. Finally, we conclude that U(Det) is diffeomorphic to
G1/Ks = SU(n+m)/(SU(n) x SU(m)).

Let A denote the Hodge-Laplacian acting on C*°(U(Det) ). Let C*°(Gy , C)%2
be the vector space of C*° functions f : G; — C such that

f(gk) = f(g) forall g € Gy, k € Ks.

Recall that the linear isomorphism C*°(G1/K,, C) = C*(Gy, C)X2 allows us
to identify A with the Casimir operator 2, of G (see, e.g., [IT]).

Proposition 7 Let U(Det) be the unit determinant bundle over the Grassman-
nian Grp,(C"t™). For n > m > 1, the spectrum of the Hodge-Laplacian A on
C>(U(Det)) is given by

Spec A(C(U(Det) ) = { i (X721 by (b +n+m—2j+1+a)) + 500k +

% ;a€Z,b=(bi,.by) € N™ with by > ... > by, > Sup {0, —a}}.

Proof. We will give a proof using directly the branching from Gy = SU(n+m)
to Ko = SU(n) x SU(m). Applying the Peter-Weyl theorem, we see that

L*(U(Det), C) = L*(G1/K>,C) = @ my,, (p) Vs,
YE€G1

where p is the trivial representation of K». Since Qg |v, = c(v) Id, we obtain
that

Speca (C=(U(Det))) = {c(v); 7 € G1, myy, (p) # O}
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Now Corollary 4 shows that m.,, (p) # 0 if and only if the highest weight X,
of v is of the form
(1) for m =1,

N = (a+2by,a4+b1,...,a+by) ifn>2
"V (a+20) ifn =1,

with a € Z and b; > Sup{0, —a};
(2) for m > 2,

(a—|—2b1,a+b1+b2,..,a+b1+bm,a+b1,...,a+b1,b1—bm,
)\’y: ,bl—bg)lfan—Fl,
(a—|—2b1,a—l—bl—l—bg,..,a—l—b1+bm,b1—bm,...,b1—b2) 1fn:m,

with @ € Z and by > by > .... > by, > Sup{0, —a}.

Recall that c(y) = (A, +2dg, , Ay ) where 0, = Z;:lm_l (n+m —j)e; is half
the sum of the positive roots of G (with respect to the system of positive roots
given in the first section). Assume that A, is of the above form. For all n > m,

a simple computation gives that

n+m

. nma nma2
c(y) = ! (ij:1bj(bj+n+m_23+1+a))+2(n+m)+2(n+m)27

where a € Z and by > ... > b, > Sup {0, —a}. This completes the proof. O

Remarks. (1) The smallest positive eigenvalue of A on C*°(U(Det) ) is obvi-
ously A = mnm(n +m+1).

(2) Observe that

Speca (C(U(Det))) = LGJZSpecDa (T°(G1/Ky, Det®)),

ma

where D, := V,*V, + m is identified with the Casimir operator ch for
all a € Z.

(3) More conceptually, we can get the above result as follows. For a € Z, denote
by C%)(U(Det)) the space of smooth functions I € C°°(G1/K>) such that

F(gkKs) = p(k)"*F(gKs2) forall g€ Gy, k€ Ky,

where p = det o pry. Obviously, C7) (U(Det) ) is isomorphic as a G -representation
to I°(G1/K1, Det®*). Let the group S* act on the space C°°(U(Det) ) by

(z- F)(gK2) := F(gk.K>),
where z € S, g € Gy, and k, := diag (2,1,...,1,271,1,...,1). For a € Z, let us
N—— N——

n—1 m—1
set

C>(U(Det))(a) :={F € C*(G1/Ks); z- F =2z7°F forall z € S'}.
Then there is a decomposition into S!-isotypes:

C=(U(Det)) = @ C=(U(Det))(a).

a€Z
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Let us recall that inside @ C>®(U(Det) )(a) finite sums are dense.
a€l

Let k € Ky = S(U(n)xU(m)). There exists z € S, k' € Ky = SU(n)x SU(m)
such that k = k.k . Then, for F € C*®°(U(Det) )(a), we have

F(gkKs) = F(gk:K2)

= (2 F)(9Kk2)

= 2 "F(gK>)
p(k)"*F(gK3) forallg € G;.

This shows that C*(U(Det))(a) S CF)(U(Det)). Since CF)(U(Det)) is
clearly included in C*°(U(Det))(a), we have the equality C*°(U(Det) )(a) =
Ciy(U(Det) ), and hence

C=(U(Det)) = @ O35 (U(Det)).
a€Z
The Hodge-Laplacian A given by 2, on C>(U(Det) ) preserves the subspace
CE’;)(U(Det)) ~ I'°(G1 /Ky, Det®®), where it corresponds to the operator

D, :=V."Va+ % We therefore get the relation

Speca (C®(U(Det))) = LGJZ Specp, (T°(G1/Ky, Det®)).

Appendix

Let d be a positive integer. A partition of d is a sequence A\ = (A1,..., Ag) of
integers such that Ay > ... > Ay > 0 and A\; + - - +Ax = d. We denote this by
A b d and we identify A with its Young diagram. The sequence A" = ()\1,, - )\ll)
defined by letting )\j, be the length of the j** column of X is called the conju-
gate partition of A\. If A has at most n rows and m columns, then we shall
write A C (m"). For a partition A = (A1, ..., \), the space Sy(C¥) will denote
the unique (up to isomorphism) U (k)-module with highest weight .

The vector space C" ® (C™)* carries a natural U(n) x U(m) - representation.
An exterior power of this representation is, in general, not irreducible. Its de-
composition into U (n) x U(m) - irreducibles is described by the following classical
result (see, e.g., Exercise 6.11*(b) and its solution in [FH]).

Lemma 13 As a U(n) x U(m) - module, the d*" exterior power of C* @ (C™)*
is isomorphic to

NM(C @ (C™) )= D SAC") @ (Sy(C™))".
NE

For d = nm, the unique partition A of d satisfying A C (m™) is
A= (A1, An) = (My.o.ym).
Since the conjugate partition of X is A" = ()\1/, ...,)\m/) = (n,...,n), the above

lemma shows that A" (C™ @ (C™)*) is an irreducible U(n) x U(m)-module
with highest weight v = (m, ..., m)(—n, ..., —n).
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Fuzzy complex Grassmannians,
Berezin-Toeplitz quantization and
truncations of differential
operators

Abstract

We construct by representation-theoretic methods fuzzy versions of
an arbitrary complex Grassmannian M = Gr,(C"*™), i.e., a sequence of
matrix algebras tending SU (n+m)-equivariantly to the algebra of smooth
functions on M. We also show that this approximation can be interpreted
in terms of the Berezin-Toeplitz quantization of M. Furthermore, we use
branching rules and techniques from non-commutative geometry to con-
struct certain fuzzy versions of natural differential operators acting on
sections of “vector bundles over fuzzy Grassmannians”, and to show that
their spectra are truncations converging to the spectra of the correspond-
ing “classical” (i.e., non fuzzy) differential operators.

Keywords: Fuzzy Grassmann manifold, Berezin-Toeplitz quantization, fuzzy
Laplace operator, quantization of vector bundles.

Introduction

The idea of approximating the algebra C°°(M) of complex-valued smooth func-
tions on a manifold M by a sequence of matrix algebras A, = Mat(d, , C)
with d,, /' oo appears naturally at least in two contexts.

First, in the Berezin-Toeplitz quantization of a compact Kéahler manifold
(M, w) with integral Kéhler form w. Denoting the N-th power of the pre-
quantization line bundle L (with first Chern form equal to w) by L®Y and
its holomorphic section module Ty, (M, L¥N) by H,, the algebra A, :=
Endc(H, ) is of course isomorphic to a matrix algebra. The Toeplitz quan-
tization map T, : C*°(M) — A, is defined by associating to a function f
multiplication of holomorphic sections of L®N by f followed by projection on
the space of holomorphic sections (compare [CGR1,2] resp. [BAMG]| for geo-
metric resp. analytic aspects of Toeplitz quantization). Work of several authors,
culminating in a series of papers of Bordemann, Schlichenmaier and collabora-
tors, shows that the sequence of matrix algebras (AN)N>1 converge, in a certain

sense, to C*°(M) (see e.g., [BMS] and [S]). B
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Secondly, the goal of preserving symmetries in quantum theories with cut-
offs, led to the consideration of “fuzzy manifolds” in theoretical physics. The
name stems from the idea that given a periodic function f = »7, _, axe
(with ex(z) = exp(27ikz)), developped as a Fourier series, the truncated sum
ZIleN apeyr, gives a “fuzzy signal” (e.g., a fuzzy image in image transmission),
but on the other hand the truncation is compatible with the S'-action and is
giving more and more accurate information upon letting N tend to infinity.

Going from S* to S? this concept becomes even more interesting. Identify
S? with the homogeneous space SU(2)/S(U(1) x U(1)) and recall that

L*(5*,C) = P Vas,

keN

where V; is the space of homogeneous complex polynomials of degree [ in two
variables. Then, since

N
VieV, =P Vi
k=0

by auto-duality of the V; and the usual Clebsch-Gordan rule, the algebra A, :=
Endc(Vy) = Mat(N + 1,C) appears not only as a natural SU(2)-equivariant
truncation of L?(S%, C) (or C*°(S5?%)) but carries a non-commutative multipli-
cation as well. Starting with work of J. Madore and collaborators (see, e.g.,
[M1], [M2]), the non-commutative geometry of these matrix algebras A, , ap-
proximating C*°(S5?%), was developped in some detail with the goal of getting
finite results in quantum (field) theory without using renormalization theory
methods (compare, e.g., [GKP]).

In this article we use representation theory, and more precisely knowledge of
branching rules from SU(n+m) to S(U(n) x U(m)) obtained in [BH], to give a
simple and short proof of the fact that a complex Grassmannian M allows for an
approximation of its function algebra C*°(M) by matrix algebras A, and we
identify these algebras A, with the endomorphism algebras naturally arising in
the Berezin-Toeplitz quantization of M as a compact Kéhler manifold. Further-
more, we employ the above mentioned branching rules to truncate section spaces
of complex line and vector bundles over complex projective spaces and Grass-
mannians, in order to define then fuzzy versions of certain natural invariant
differential operators as Laplacians, Dirac operators and Bochner-Laplacians.

Let us now describe the content of this article in some more detail. In Sec-
tion 1, we generalize and simplify the above description of the fuzzy 2-sphere
(82 = P1(C)), analogous results of H. Grosse and A. Strohmaier for P?(C) (see
[GS]) and similar, independently obtained results of B.P. Dolan and co-workers
(see [BDLMO] and [DO]) on projective spaces and Grassmannians. We ob-
tain by purely representation-theoretic methods that all complex Grassmannians
M = Gry,(C™*™) allow for a sequence of linear subspaces (€ N)N>1 in their func-

tion algebra C°°(M) such that £, ,/ C°°(M) and &, is isomorphic to a matrix
algebra A, . In Section 2, we recall very briefly the Berezin-Toepliz quantization
procedure (a la [CGR1,2] and [BMS]) and prove that £, is in fact naturally
identified with Endc(Tpo(M , L®N)) via the Toeplitz quantization map T .
Let us note that this result does note come from general properties of T, but
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needs some arguments from representation theory. Using now the convergence
results of [BMS] we can easily explain in which sense the sequence of alge-
bras ('AN)N>1 converges to the commutative algebra C*°(M). In Section 3, we

adopt the Dubois-Violette definition of differential forms on associative algebras
(see [D-V]) that yields spaces of p-forms over the matrix algebra A, denoted
by QP(A,) (compare also [D-VKM] for the foundations of non-commutative
geometry of matrix algebras). We construct for all p € N a “fuzzy Laplace op-
erator” AP on QP(A, ), the N-th term of the fuzzy approximation sequence of
QP (M), the space of p-forms on M = Gr,, (C*"*™), for arbitrary n, m € N\ {0}.
It turns out that AP is compatible with a certain natural equivariant “higher
order Toeplitz quantization map” T% and that, for fixed p, the spectrum of AP
tends to the spectrum of the usual Laplacian AP on QP(M) when N goes to in-
finity. Let us remark that apparently the only hitherto known case was the fuzzy
Laplacian on functions on P?(C), i.e., the operator A% on Q°(A, ) where A,
approximates C*°(P?(C)) (see Theorem 4.1 in [G/S]). In Section 4, we consider
the “SU(n + 1)-equivariant quantization” of the spinor bundle S — P"(C) in
the sense of E. Hawkins (see [Ha] ). This quantization is given by a sequence of
A,-modules (A, = Endc(H,), Hy = Chot(P?(C), L®Y) and L the prequan-
tization bundle as above), noted Mi7 that converge in a certain sense, to the
C*(P"(C))-module I'>*(P"*(C), S). Using the branching rule from SU(n + 1)
to S(U(n) x U(1)) and the Littlewood-Richardson theorem, we show here that
M? is SU(n + 1)-equivariantly isomorphic to a truncation of L?(M, S). As a
corollary we obtain that there is a natural fuzzy Dirac opertor D,, on ./\/li whose
spectrum is a truncation of the spectrum of the Dirac operator D on P*(C). In
Section 5, we first decompose the space L2(M , L®*) of L2-sections of the k-th
power of L, the dual of the determinant bundle over M = Gr, (C**™). Using
some combinatorial analysis, proved in [BH|, we show - anlogously to the results
in Section 4 - that the SU(n+m)-equivariant quantization /\/lﬁ@k of L% — M
is in fact isomorphic to a truncation of L?(M , L®*), and we obtain then also
a fuzzy Bochner-Laplacian (V;Vy), acting on Mﬁm whose spectrum tend to
the spectrum of the Bochner-Laplacian V}V} on L?-sections of L& .

1 Fuzzy Grassmannians

In this section, we shall give an elementary proof of the fact that the algebra of
complex smooth functions on a complex Grassmann manifold Gr,, (C"*™) can,
in a certain sense, be approximated by a sequence of matrix algebras.

As a Riemannian symmetric space, Gr,(C"*™) is diffeomorphic to M =
G/K with G = SU(n+m) and K = S(U(n) x U(m)). We assume without loss
of generality n > m and we fix the metric induced by the Killing form on M.

Let A = (A1,..-; Apem—1) be a dominant integral form of SU(n + m), i.e.,
A1y ooy Angm—1 are integers satisfying Ay > ... > A4;m—1 > 0. We shall denote
by V) the unique (up to isomorphism) SU(n + m)-module with highest weight
A. Let us recall the following result (see, e.g., [BH]):

Proposition 1 As SU(n 4+ m)-modules, we have
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(1) form=1,

—

D Viev br,t) fn=>2

by >0
L*(M) =
D Vien) ifn=1
by >0
(2) form >2, L?(M) =
@ V(2171,b1+b2,~7bl+bm,b1’~~-7b17b1*bm,~-~~,b1*bz) anz m+1,
by >by>...>2 by, >0
@ V(2by b4y, b1t by —bum ooy b1 —b2 ) if n=m.

by > b2 >...>bm >0

Let Det := {(E, v) € Gr,,(C"*™) x A\"(C"*™) ; v € A"(E)} be the deter-
minant line bundle over the Grassmanniann Gr,(C"*™), and denote by L its
dual bundle. As homogeneous vector bundles over M, we have the isomorphism
Det = G x g, , C where p is the irreducible K-representation given by

p(< s k02 )) — det(kr).

Let H, = Thot (M, L®N) (N € N*) be the finite-dimensional Hilbert space of
holomorphic sections of the bundle L®V. By the Borel-Weil theorem (see, e.g.,
[4]), we have the following isomorphism of SU(n 4+ m)-modules H, = Vy,
where

p=(1,..1,0,..0).
——

n

The algebra A, := Endc(H, ) admits a natural SU(n + m)-action and can be
identified with the matrix algebra Mat (dimc Vi, , C). Since (Vn,)* = Vo
with

v=1(1,..,1,0,...,0),
——

m

one has the isomorphism of SU(n + m)-modules A, = Vi, ® Vi,.

Let now 7, and 7, be two irreducible representations of U(n + m) with
highest weights

= (N,..,N,0,..,0) and 7= (N,..,N,O0,...,0),
—— ——
n m

respectively. If 7,/ denotes an arbitrary irreducible representation of U(n + m)
with highest weight A /, then one can prove (see, e.g., [BH]) that the multiplicity
mr @, (7y) is either 0 or 1, and Mmr o, (1y7) = 1if and only if A is of the
form

VN b+ NN NN = by N—by) i >mit 1,
)l (bi+N, by + N, N —bp .y N —by) if n = m,
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with N > b; > by > .... > b,, > 0. It follows that

VN/L X VNV = @ OJ)\\,;MNU V)\a
A

where C2 equals 0 or 1, and Ci‘]“,NU =1 if and only if

Np,Nv

(i) for m = 1, X is of the form

\ = (2b1,b1,...,b1) 1f7’L22,
) (2k) ifn=1,

with N > b; > 0;

(i) for m > 2, A is of the form

(2b1,b1+b2,...,b1—|—bm,bl,..., b1,b1— by, ..., b1—b2) ifn>m+1,
(2[)1,b1+b2,..., b1+bm,b17bm,..., blfbg) 1fn:m,

with N >b; > by > .... > b, > 0.

Let I = {b = (b1, b)) € N™: by > .0 > bm} and let, for N € N*,
Iy = {b: (b1, ...;b) €1; N > bl}. We fix b € I and set

W(b) = {

W(b) _ ‘/Y(le ,b1+b2 .., b14+bm , b1 ., b1,b1—bm ,...n, b1 —b2) ifn>m+ L,
‘/(21)1’b1+b2w~gb1+bm7b1*bm,...7b17b2) if’I’LZm

(1) for m =1,
20y by sby) LN 2,

<.

201) ifn=1;

(2) for m > 2,

We shall denote by £, the unique subspace of L?(M) which is, as a SU(n+m)-

module, isomorphic to @ W (b). Note that we have proved the following
beln
proposition :

Proposition 2 As SU(n 4+ m)-modules, A, =&, .
Remark. Let us underline that this purely representation-theoretic proposition
singles out subspaces £, C C*°(M) (C L*(M)) that are isomorphic to matrix

algebras. This sharpens general procedures giving surjective maps from C*° (M)
to matrix algebras (see the following section).

2  Berezin-Toeplitz quantization of Grassman-
nians

We continue to use the notations of the first section and recall parts of the theory
of the so-called “Berezin-Toeplitz quantization”, as developped, e.g., in [CGR1]
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and [BMS]. We show here that - in the case of M a complex Grassmannian -
the Toeplitz quantization map T, restricted to the subspace £, C C*°(M), is
an isomorphism onto the algebra A, .

Let L2(M , L®N) be the Hilbert space of square integrable sections of the
bundle L®N. Let II, denote the orthogonal projection onto the subspace
H, C L32(M, L®N). Given a function f in C*°(M), one can define an operator
on the space H, by T, (f) :=1II, o M; where My is the multiplication operator
associated to f. The corresponding map T, : C*°(M) — Endc(H,) = A, is
called the Toeplitz quantization map.

Let V1 € Vau be a normalized highest weight vector with weight Npu. Let
P, : VN, — Vi, be the orthogonal projector given by

Py(p) = (¢, oNr), N

Denote by 7 the irreducible unitary representation which corresponds to the
G-module Vy,. One easily verifies that 7(g) P, m(g)~" is the projector onto
the “coherent state” associated to © = gK € M (compare [CGR2]). Thus
the coherent state map used in the Berezin-Toeplitz quantization of Ké&hler
manifolds (see [CGR1]) is here equal to

N

P,: M=G/K —  Endc(H,)
gK  — w(g) Pym(g)”!

(we switch notations from Vi, to H, in “geometric contexts”, i.e., when we

want to think in term of the “quantization of the manifold M”. Of course H,, =

V). If 7* is the representation dual to 7 and (¢N#)* (1) := (¢, PN# )y, for

1 € Vi, then we have

Py (gK) = (m@ ) (g) (™" @ (7))

for all g € G. Setting p = 7 @ 7* and pV* = PN @ (PV#)* | one simply writes

P, (gK) = p(g)e™*

for all g € G.
Let ¢N) be the “c-function” of Rawnsley ([R]) of the bundle LY. Since
the G-action lifts to the total space L®Y, this function is of course constant.

Furthermore,
(N) dim (CHN

- (vol M)N4

with d = dimcM, as shown in [CGR1]. Normalizing the volume to one, the
proof of Proposition 3.1 of [S] now yields the following expression for the Toeplitz
quantization map

3

T, (f) = (dimcH,,) /M f(2)Py (2) dQz),

where () is the normalized G-invariant measure associated to the metric on M.
From this expression, it follows that the map T, is G-equivariant.
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Let the map o, : A, — C>(M) be defined by
o (A)(x) = Tr(APy(x))

for Ae A, and x € M. The function o (A) is called the covariant Berezin
symbol of the operator A € A, .

Lemma 1 For Ae A
(1) oy (A) €&y
(2) Ty (oy(4)) = A.

~s one has

Proof. Let us first prove point (1). Recall that

12(0) = @) W) © (WH))<

bel

with dim ¢ (W (b)*)X = 1. Then there exists a unique (up to a phase) normalized
vector w € W (b) such that 7°(k)w S = wX for all k € K, where 7° denotes
the irreducible unitary representation corresponding to the G-module W (b). We
set

L, = (wa)* = (., wa >W(b)'

For every v, € W (b), one associates a function f“b € C™(M) defined by

f“b (gK) := L,(r%(g)"'v,) for g € G. On A,, we consider the scalar prod-

uct given by
1

(A, B), = dimoH,

Tr(AB™).
It follows that
on(A)(@) = (dimcHy) (A, Py(x)) .,
for all A€ A, ,x € M. Take an element [ € T \ Iy and let A € A,. We have

(L ou) oy = [ 1) 7@ d2a)

l

(pg)p™", A),  dg.

W (1)

(dimcH,,) /G 1 (@wk 0,

Since p = @ 7° by Proposition 2, the orthogonality relations for the compact
be In
Lie group G (see, e.g., [Kn|) imply that (f)l , oy (A)) = 0. This shows

. L2(n)
that o, (A) € &, .

Now, to prove point (2), we fix A, B € A,. Observe that

(Tulox(A). Bla, = W@imcHy)* [ (4 Py(a)),, (Pula), B, d90a)
= imcH)? [ (plo)e™ . Bl ola)™ 4D, dg
(B, 4),
= (dZmCHN)Zm
= <A7‘B>AN'
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Thus we deduce that T\ (0, (A)) = A for all A € A,,, which completes the
proof. O

Consequently, the linear map ¢, = T

N|£ is surjective and hence bijective.

N
-1 _
Moreover, one has (¢, )~ = o,.

Remarks. (a) Let f =), ; f,, bein C*> (M) with v, € W(b) for all b € I,
and let fy =3 /0 fo, Assume that there exists [ € I\ Iy. Then we have
for x = gK

on (T (f, (@) = (dim«:HN)/M £, ) Tr( Py(y) Py (x)) dQ(y)

(dimcH ) [ 1, 0)(Pu). Pulo)), 490)

(dz‘mcHN>2/ (g )Wk v,)

G W)
= 0

because p = @ w°. We conclude that o (T, (f)) = f-
be In

(b) Let {1;} be an orthonormal basis of H,, such that ¥/~* € {1, }. For a fixed
g € G, we set p; = m(g)¥;. Then we have with x = gK

oy (A)(x)

Tr(AP,(9K)) = Tr(P,(9K)A)
= > (A, Py (gK)p:)

= Y (wlg) " Am(g) i, Py i)

= (m(g) " Am(g) N, M)
= (An(g9)p™N*, m(g) ")

for all A € A, . It follows that

1) Dl = lloy(Dl. = EEEITT(APN(QK)H

[1Alop

IA

for all A € A,,, where || ||op is the operator norm on Endc(H, ).

Proposition 3 For f, h € C*(M), we have
W) [t) T () = fll. — 0 as N — oo;
2) [ty ) NI (f) Ty (h) = fh]. — 0 as N — oo.

Proof. By Remark (a) above, we have

)T () = flle =11 fx = Flle
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Together with a standard C-version of the theorem of Peter and Weyl (see,
e.g., [Wa]), this yields the result of point (1). To prove the second point of the
lemma, we first note that

1) T (A T (h) = fhlle < () TH T () Ty (h) = Ty (fR)) |l +
It ) " (T (fR) = fh.. -

Using Remark (b), we get

H (tN)_l(TN (f) TN (h) - TN (fh)> ||oo < H TN (f) TN (h) - TN (fh> ||op .

As shown by Bordemann, Meinrenken and Schlichenmaier (see [BMS]), one

has N
” TN(f) TN(h) - TN(fh) ||op = 0.

N—oo

Thus point (2) follows, since of course || (t,) (T (fh)) — fh|. — 0 by
point (1). O
Remark. Let f =37, _; f,, and h = > wer hyr bein O (M), where v,, vb/ €
b
W(b) forallbe I. Let fy =3 ey f,, and hy = Y very Por- If we set
b

fN *N hN = (tN)il(TN (f) TN (h))a
then we immediately obtain that

N—o0

||fN*NhN_thoo — 0,

i.e., we have a (non-commutative) multiplication (f, h) — f,*nh, that tends
to the commutative product fh as N — oo.

3 The fuzzy Laplace operator on differential forms

In this section, we shall adopt the Dubois-Violette definition of differential
forms on the algebras A, (see [D-V]). Then we will construct a noncommu-
tative analog of the Laplace operator acting on the space of differential forms
on M = Gr,(C"™™), whose spectrum is a “truncation” of the spectrum of
the usual Laplacian on forms. It turns out that the noncommutative exterior
derivative d,, on A, is interwined with the usual de Rham derivative on func-
tions on the Grassmannian via natural higher order Toeplitz quantization maps.

Let us set &P := Spcm{fg dfi A ... Ndfps fo, fp € EN} for p > 1, and
SJOV := &y . By definition of the form w = fodfi A ... Adf, € EX C QP(M), one
has

(X1, X,) :]% > 2(0) fo (@A) (Xon)-- (dfp)(Xogr)

" o€es,

for Xy, ..., X, vector fields on M. The differential of w is given by the formula

dw :dfo/\dfl /\/\dfp
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Next we will define the space of differential forms 92*(A,,) on A, in analogy
with the commutative case. First, we set Q(A,) to be equal to A,. The
differential d,a of an arbitrary element a € A, is defined by

(dya)(X) = X(a)

for each derivation X € Der(A,). To ag,...,ap, € Ay, one associates a skew-
symmetric multilinear map

a=apdyar...dya,: Der(A,) ®...@ Der(A,) — A,

P
given by

1

Oé(X17 7Xp) = E

> (o) ao (dyar)(Xoq)) - (dyap) (Ko@)

oES)

for X4,...,X, € Der(A,) (compare [D-VKM] for this “derivation-based” non
commutative differential calculus). Such a map « is, by definition, a p-form on
A, . More generally, for p > 1, we set

QP(Ay) = Spanf{agdyay...dyay; ao,...;ap € Ay}

The exterior derivative of a p-form is a (p 4+ 1)-form, given as in commutative
geometry by the formula

dy(agdyar...dyay) =dyaodyar...dyayp.

Now we define for p > 1 a “higher order Toeplitz quantization map” 1% :
QP (M) — QP(Ay) by

Tﬁ(fo dfl ARAAN dfp) = TN (fO) dNTN(fl)"'dNTN(fp)

for fo, ..., fp € C°°(M). Furthermore, we set Tg =T, . Note that the restricted

map t8 = TP cr 1 EP — QP(Ay) is a G-equivariant isomorphism, and that
N

dyoT? =T% od,

N

showing that the intrinsically defined differential calculus on A, matches with
the de Rham calculus on smooth functions.
From this fact, we obtain a G-invariant scalar product on QP(A, ) given by

(a, B)aray) = () e, (82)718) ar(a

for o, B € QP(A, ), where (, ) gp(ar) is the usual L?-inner product on p-forms.

Lemma 2 The esterior derivative d : QP(M) — QPTY(M) satisfies

d(EP) C EPTY and d*(EPTY) C P .

49



Proof. Obviously, d(€7) C EPL. Let v = fo df1 A ... Adfpq1 be in EPFT and let
B = hodhy A ... Adh, be in QP(M). Suppose that there exists hj;, € £- (with
respect to the standard L?-structure on C°°(M)) with 0 < jo < p. We have

(d*a, B)ary = (a,dB)ariia)

= / f0($)<df1/\.../\dfp+1, dho/\dhl/\/\dhp>m dQ((E)
M

For 1 <i <p+ 1, we observe that

<dfiadhj0> = <d*dfi’hj0>
= <Afiﬂhj0>
— 0

since Af; € £, . It follows that for all x € M,
(dfi Ao Ndfpsa, dho Ndhy A .. Ndhy )y =0
and hence (d*a, B) gr(ar) = 0. This shows that d*(EPT) c (&p)++=¢r. O

Let us denote in the following d? = d’m(M) and AP :=dP~1(dP~1)* 4 (dP)*dP,
as well as

d? =

¢ dN\m(AN) COP(AL) — QPTHAL).

Obviously, d? is related to d? by the formula d? = tﬁfl odPo (tg)*l .

Lemma 3 The adjoint of the operator d? : QP(A, ) — QP (A, ) with respect
to the scalar products ( )Qp(AN) and ( , )Qp+1(AN) 18

(dP)r =tf o(dP)* o (tﬁfl)fl .
Proof. Let a be in QP(A, ) and let 3 be in QPT(A,). We have
(d2a, B)arria,)y = (BT Hd2a, (#2771 8) geiran
= (dP@)  a, (BT B) arean)
= (a, ti(dp)*<ti+l)_lﬁ>QP(AN)'
Thus we conclude that (d2)* =2 o (dP)* o (t2F1)~1. O
We define the Laplace operator on QP(A, ), A2 : QP(A,) — QP(Ay) by

AP = dP (P 4 (dP)*dP .

N

Consequently, one easily proves:

Corollary 1 We have the following relations :
(1) AP =P o APo (P )71

(2) Specar (9°(A,)) = Spec (2], )(Eﬁ)
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Remark. In particular, for p = 0, the relation (2) in the above corollary implies
that the spectrum of the Laplace operator acting on A, is the truncation of the
spectrum of the “classical Laplace operator” acting on C*° (M) given by cutting
“higher” eigenvalues. Using a result in [BH]|, one immediately obtains :

Speca  (Ay) = {n = Sy bjbj+nt+m—=2j4+1); b= (bi,....bn) €

n+m

N™ with N > by > ... > by, > 0}.

4 Truncations of the spinor fields and a fuzzy
Dirac operator over complex projective spaces

The quantization of homogeneous vector bundles over compact coadjoint orbits
is defined and studied in detail by E. Hawkins in [Ha] in order to generalize the
Toeplitz quantization of compact coadjoint orbits. We show here that for M a
spin complex projective space and the spinor bundle S — M, this quantiza-
tion is in fact given by a G-equivariant truncation of the space of its L2-sections.

Let us consider the symmetric pair (G, K) = (SU(n+1), S(U(n) x U(1))
with n > 1. Assume that n is odd. Then the complex projective space P"(C) =
G/K admits a unique spin structure. Let S be the spinor bundle associated
to the homogeneous spin structure of M = G/K. Since M is a Kéhler spin

manifold, one has the following isomorphism :
S2Sy®...HS,,

where S,, is a complex line bundle satisfying $2 = A™° M := A" (T*M @ C),
and S,_, = A" M ® S, for all 7 € {0, ...,n} (see [Fr] for details).

Recall that finite-dimensional irreducible representations of K are classified
by their highest weights which are of the form n = (11, ...,m,) with n; € Z for
all 1 < j <mn,and n; > ... > n,. Now, observe that (S,)cx is an irreducible
(one-dimensional!) K-module with highest weight

_ ( n+1 n+1 )
5 Ty ):

It follows that (S,_,)erx = (/\O’T M)k @ (Sp)er is also an irreducible K-
module whose highest weight p,. is easily calculated from the observation that
(TM)ex =2 (C")*®C as a U(n) ® U(1)-module:

1 1 :
(o) if r=0,

1 1 _ _ .
(n+ _7‘7-“7n+ —r,n21—'r,...,n21—7') 1f1§7“§n—1,

[y = 2 2
n—r
1 41 .

(—%, ..... 7—"7) if r=n.

See the Appendix of [BH] or exercise 6.11*(b) of [F'H] for a more general result
implying the above formula (upon adapting from unitary to special unitary
groups).

Applying the Peter-Weyl theorem and the branching rule from SU(n+1) to
S(U(n) x U(1)), one gets (see, e.g., [CFG], [BH]):
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Proposition 4 As SU(n + 1)-modules, we have for 0 <r <mn

LA(M, Su_y) =
k@o V(n+1+2k 2t bk ,"+1+k) Zf’r:()’
@ n4+1 _ n+4+1 B LH B
k> Sup{e,r— 251} ( +2k—r—¢, +k—r .., 5 Tk —r
o n—r—1
n 1—‘,—’6—7‘4—67 71+k—7‘7-~~7%71+k_7‘) ZflS,r.Sn_l,
r—1
k>e?+1 V( "TH+2k’,n;rl+k’ .... ’7n+l+k) zfr:n.
= 2

Let H, = Vi, (N > %) be the irreducible G-module with highest weight
Nu=(N,...,N). For 0 <r < n, we denote by Hi"“ the irreducible G-module
with highest weight

(Nl L vt if r=0,
—1 —1 n+ 1 n+ 1 .
A= (N+r—n2 ,...,N+r—nT,N+r—T,...,N+r—T) if1<r<n-1,
T
n—r
(N+"T+1, ..... ,N+”TH) if r=n.

(N—”TH70, ..... ,0) if r=0,
A — (N+r—”gl,l,....,l,o,....,o) if1<r<n-—1,
n—r
(N+2EL Jo,.0) if r=n.

n
Let us set M5+ := Homc(HS, H, ) for 0 < r < nand M? := G}()Mi*
=

Obviously, ./\/li is a finitely generated projective module over A, = Endc(H, ).
The sequence (/\/li)N is equal to the “equivariant quantization of the vector

bundle S — M?” in the sense of E. Hawkins, i.e., the A, -module Mi tend -
in a certain sense-to the C°°(M)-module I'*°(M , S) (see [Ha] and notably
Section 6 thereof for details).

Let L?(M, S) be the space of square integrable sections of the bundle S.
Our main purpose in this section is to prove that the module Mi is, up to
isomorphism, just a “G-equivariant truncated version” of L?(M , S), i.e., there
is a unique G-submodule of L?(M , S) isomorphic to Mi This gives a simple
and natural way of describing this “quantization” of the spinor bundle.

To do this, we first recall the following fact. Let 7, and 7. be irreducible
polynomial representations of U(n+1) with highest weights iz and 7] respectively.
Then,

~J X
(x) 7,07 = @ Cg,;, TS,
X
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where 7 denotes an irreducible polynomial representation with highest weight
X, and the multiplicity Cﬁ . is combinatorially determined by the Littlewood-
Richardson theorem (see [Kn], Theorem 9.74).

Let us study the decomposition (x) in the following particular cases.
Case 1. Let = (N — 2,0,..,0) (N > 2 and let 7 = (N,...,N,0).

2
Applying the Littlewood-Richardson theorem to this case, we conclude that s

occurs in the decomposition (*) if and only if X is of the form

X:(N—kk,N,....,N,N—n;l—k)
with 0 <k <N — ”T“ Consequently, we deduce that
N__n;l
Sn ~ [
M = Uy = kGB V(%Jﬂk,”jhrk, ..... RSN
;=0

Case 2. Let i = (N —a,1,.,1,0,...,0) (N > 1) with a := "7*1 —r and
——

1<r<n-1l,andlet=(N,.., N, 0 ). In this case, the Littlewood-Richardson

rules imply that the coefficient C* _

o is non zero if and only if X is of the form

A=(N+I,N+1,..N+1,N+&N,. ., N N—a—-1l+1—¢)
N—— N——

n—r—1 r—1
with e € {0, 1} and Sup{l,1—¢c—a} <1< N —a. It follows that

N+r+e— "'2*'1

MBn=r =2 Y = @ V 1 1
N N L (7";“1+2k77’7€,n—2~_ +k7r,‘..,7n—2i_ +k—r,
k=Sup{e,r— 5=}

e=0,1

n—r—1

n—1+k " n—1
—r+e,
2 2

—1
+k:fr,...,n7+k7r)

forl1<r<n-—1.

Case 3. Let o = (N + 2,0,..,0) (N > 2 and let 7 = (N,...,N,0).

Similarly to Case 1, one obtains that C’gﬁ is non zero if and only if \ is of the
form B )
A= (N+kN,. .., NN+ ”; —k)
with ”TH <k<N+ ”TH ‘We deduce that
N+_n;1
So -
MY =W, = GBH V(—"T“+2k-,—”T+1+k, ..... gl k)
he

Denote by S, the subspace of L?(M , S) which is, as G-module, isomorphic
to Uy ®V, ®W,. Then we see that M3 = S (as G-modules). We arrive at
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Proposition 5 Let M = P*(C), S — M the bundle of spinors over M, and

n

Mi =& Mi"” as above. Then there exists a G-equivariant epimorphism
r=0

Qy : (M, S) — M? such that q, = QN|SN : Sy — M? s an isomor-

phism of G-modules.

Proof. By Proposition 3 and the result of the analysis of the above three
cases, we have that L?(M , S, _,) contains a unique G-submodule isomorphic
to Mi"*r. Summing over r yields the claim. a

Let us remark that - by direct inspection, using Proposition 3 - the decom-
position of the G-module L?(M , S) into irreducibles is multiplicity free. Now,
since the Dirac operator D : (M, S) — T'>°(M , S) is G-equivariant and
preserves the submodule S, , one can define a linear map D, : Mi — /\/li
by

N

DN :qNODO(qN>71'

The operator D, can be concidered as a “fuzzy Dirac operator” with

SpecDN (Mfr) = Spec (D’ )(SN),
SN

i.e., the spectrum of D is a part of the spectrum of the classical Dirac operator,
and in the limit N — oo, we recover the entire spectrum of the latter operator
on P*(C) (see e.g., [CF@] for its explicit determination).

Remark. Analogously, it should be possible to consider a fuzzy version of the
canonical SpinC-Dirac operator v/2 (0 + 3 ) on P"(C), acting on fuzzy approx-

n

imations of T°(M, @ A" M), generalizing [GS] where the case n = 2 is
r=0

studied.

5 Truncations of the space of sections of line
bundles and fuzzy Bochner-Laplacians

As before, let L be the dual of the determinant line bundle over the Grassman-
nian M = Gr, (C"*™) (n > m > 1). In a spirit similar to the preceding section,
we show that the quantization of L& is given by a G-equivariant truncation of
the space of its L2-sections.

By a result in [BH], we have:

Proposition 6 For k € Z, one has the following isomorphisms of SU(n +m)-
modules :

(1) form=1,

Viebi—k,bi—k,sbr—k) fn=>2,
b1 > Sup{0,k}

L*(M, L®F) =

o~

&) Vi2b,—k) ifn=1;
by > Sup{0,k}
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(2) form > 2, L*(M , L®%) =

S5 Vi2bi—k,bi+ba—k .. bi+bm—k by —k . b=k,
by >bo >....2 by, > Sup{0,k}
bi—by s bi—bp) M >m A1,
) Vi2bi—k  bitba—k ., bi4bm—k  bi—bm ooy bi—bs) U 0=
b1 > by >....> by, > Sup{0,k}

Define the irreducible SU(n + m)-module Hﬁw = Vingr)y with k € Z
and N > Sup{0,—k}, and the A, -module Mﬁm = Homc(Hﬁm , Hy). The
sequence (Mﬁm)N is now, similarly to (Mi)N considered in Section 4, the
“equivariant quantization of the line bundle L®* — M?” in the sense of [Hal,
i.e., the A, -module /\/lﬁ@k tend to the C°°(M)-module I'™°(M , L®*). In this
section, we shall prove that the space Mﬁm is isomorphic to a truncation of
L2(M , L®%).

In fact, let 7, and 7. be irreducible representations of U(n+m) with highest
weights

fi=(N+k .,N+k0,..,0) and 7= (N,..,N,0,..,0),
| — ——

respectively. Then, B
Y )\
T, T, = T C’ﬁﬁ TS

X
where 7, denotes an irreducible polynomial representation with highest weight

X. Note that (see Proposition 4 in [BH]) the multiplicity Cgﬁ is either 0 or 1,
and Cgﬁ =1 if and only if X is of the form

~ (b1+N,...,bpy+ N, N,.. N, N+k—byp,... N+k—by) ifn>m+1,
)\_
(bi1+N,..ubpy+ N, N+k—by,.... N+k—01) if n =m,

with N +k > by > ... > b, > Sup{0, k}. Thus we obtain the following
isomorphisms of SU(n + m)-modules:

(1) for m =1,
Viebi—k,bi—k,,bi—k) ifn>2,
. N+k >b1 > Sup{0,k}
L®* ~
ME" = R
V2w, —k) if n=1;
N+k > by > Sup{0,k}

(2) for m > 2, Mﬁm &

Vi2by—k bibo—k oy bitbm—k by —k ooy by,
Nk > by > by >0 > by, > Sup{0,k}

br—bp s bi—b)  Af =M+ 1,

—

D Vi2b1—k , bitba—k oo, bitbm—k , br—bym 1oy br—by ) AL T2 =100
N+k> by > by >.0..> by > Sup{0,k}
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Comparing this result with Proposition 5, we get :

Proposition 7 Let M = Gr,(C"™™), L = Det* — M, and as above Mﬁm =
Homc(Hﬁm , Hy). Then there ezists a unique SU(n + m)-submodule T'F in
L?(M , L®*) isomorphic to Mﬁm.

Fix a SU(n + m)-equivariant isomorphism ®* : I'* — /\/lﬁ@k. Let now
ViV, be the usual Bochner-Laplacian (relative to the natural L*-structure on
sections of L®*) acting on I'>°(M , L®*). The operator

(ViVi)y =®F o ViVyo(@F)7!

is well-defined, independently of the choice of @1’3, and can be considered as

a “fuzzy Bochner-Laplacian”. Clearly, the spectrum of (V;Vy), on ./\/lf,@k
satisfies the relation:

k
VZV’C|F;\3) FN)7

Kk
Spec(v:vy) (ME) = Spec(
and thus it can be deduced from the computation of Specv: v, (I (M , L®*))
(see [BH], Proposition 6).
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Appendice A: Spectres d’opérateurs
différentiels invariants sur des fibrés
homogenes

1 Généralités sur les opérateurs différentiels

Dans cette section, on rappelle quelques notions de base sur les opérateurs
différentiels géométriques. En particulier, on examine la propriété d’ellipticité
de certains opérateurs différentiels qui nous intéréssent dans notre étude.

Etant donné un fibré vectoriel C°, E, au dessus d’une variété C'*°, M, on
note par I'*°(E) I'espace des sections C* de E.

Définition 1 Soit M une variété C*. Soient E et F deux K-fibrés vectoriels
C™ au dessus de M (K =R ou C). Une application linéaire

D :T®(E) — I'®(F)

est appelée un opérateur différentiel d’ordre m si pour tout x € M, il existe
un voisinage U de x dans M et des trivialisations C*, E|y LU xK et
Fly 2, U x K", telles que si f € T>®(E), y € U, (Yf)(y) = (v, F(y)), et
(®Df)(y) = (y, G(y)), alors

gt tin

i in
O0x3'...0zy

Gy)= > A

B4 Fin<m

F(y),

ol T1, ..., Ty sont les coordonnées locales dans U et A;,
C*> de U a valeurs dans L(K!, K).

est une application

----- in

Exemple. Soient E = \"T*M, F = N¥"'T*M, et d : Q¥ (M) — QFL(M)
la différentielle extérieure. Si U est un voisinage de coordonnées de y € M et si
w € QF(M) avec

CU|U = E aily___ﬂ-k_dxil AN /\dl’lk ,

alors
(dw)|U = Zdailw,ik A dl‘il JANAN dl‘lk .

Ceci montre que d est un opérateur différentiel d’ordre 1.

Désormais, K = C et les fibrés vectoriels seront supposés complexes.

Définition 2 Soit E un fibré vectoriel C*° au dessus d’une variété C>°, M.
Une structure unitaire C>™ sur E est un champ C* de produits scalaires
hermitiens sur les fibres de E, i.e., pour tout x € M, {( , ) : E, x B, — C
satisfait :

(1) (u, v) est C-linéaire dans u pour tout v € Ey ;

58



(2) (u,v)=(v,u) pour tous u, v € Ey;
(3) (u, u) >0 pour tout u € Ey, u#0;
(4) (f, g) est une fonction C*° sur M pour tous f, g € T°(E).

Remarque. Si M est une variété C*°, alors chaque fibré vectoriel C*° au dessus
de M admet une structure unitaire C'*°.

Soit maintenant M une variété C'*° orientable et soit w un élément de vol-
ume pour M. Soient E et F' deux fibrés vectoriels C* au dessus de M. Fixons
une structure unitaire C*°, (, ), sur E (resp. F') et notons par I'°(E) (resp.
' (F)) Vespace des sections C*° & support compact de E (resp. F'). Soit
D : T(E) — T'*°(F) un opérateur différentiel. On dit qu'un opérateur
différentiel D* : T'°°(F) — T'°(E) est un adjoint formel de D si pour tous
feTF(E), ge T§(F), on a

| @t o= [ . 0.

Théoreme 1 Soit D : T'°(E) — I'°(F) un opérateur différentiel d’ordre m.
Alors D admet un unique adjoint formel D* (dépendant uniquement du choizx
des structures unitaires et de ’elément de volume). De plus, D* est un opérateur
différentiel d’ordre m.

Démonstration. Voir [Wa). O

Soit D : I'*°(E) — I'*°(F) un opérateur différentiel d’ordre m. Soient
x€Met&eT*M. Soit (21, ...,x,) un systéme de coordonnées locales autour
de z. Alors, £ =5 ¢ dx;. Pour a = (ay, ..., ) € N un multi-indice, on pose
o] = a1 4+ -+ a, et £ = £77..£5. Dans un voisinage convenable de z,
Pexpression locale de 'opérateur D est de la forme

Hled

D=3 ADT, on D= () P

la|<m

Posons (D, §) = 37, =,, Aa§®. Alors, o(D, £) est une application linéaire
entre F, et F,. Le lemme suivant montre que cette application est bien définie
(i.e., ne dépend pas des choix adoptés dans sa définition). On appelle o(D, -)
le symbole principal de D.

Lemme 1 Soient © € M, v € E, et £ € Ty M. Soient f € T°(E) et ¢ €
C>™(M) telles que f(z) =v et (dp), =&. Alors,

D -2
o(D, v m! dt™ li=o

(e7 " De'? f)(x).

Démonstration. Dans un systeme de coordonnées locales autour de x et rel-
ativement a des trivialisations locales de E et F, on a

Df= Y A,D"f,

la|<m

59



ol « est un multi-indice. Observons que

D(e?f)(z) = et“"{tm(—i)m( Z & Aav)+des termes d’ordre inférieur en t}.
|a]=m

Le résultat du lemme découle immédiatement de cette observation. (I

Proposition 1 (a) Soient E, F, et G des fibrés vectoriels C*> au dessus de

M. Soient Dy : T°(E) — T'°(F) et Dy : T°(F) — T'*°(G) deuz opérateurs

différentiels. Alors, c(Dy D1, &) =0(D2, &) oo(Dy, &) pour{ € TiM.

(b) Supposons que E et F sont munis de structures unitaires et que w est un

élément de volume pour M. Soit D* [’adjoint formel de D relativement aux

choiz mentionnés. Alors, o(D*, &) =o(D, &)* pour{ € TiM, ouo(D, &)* est

Uadjoint de o(D , &) relativement aux produits scalaires sur E, et F.

Démonstration. Voir [P]. O

Définition 3 Un opérateur différentiel D : T*°(E) — T'°°(F) est dit ellip-
tique si o(D, £) est un isomorphisme pour tout & # 0.

Par la suite, nous allons donner quelques exemples d’opérateurs différentiels
elliptiques.
Exemple 1. Le laplacien de Hodge

Supposons que M est munie d’une structure riemannienne ( , ). On étend (, )

en une structure unitaire sur /\k T*M ®g C pour chaque k. Soit d* ’adjoint
formel de d, et soit A = dd* + d*d le laplacien de Hodge de (M, ( , )). Dans
ce qui suit, on se propose de calculer le symbole de A.

Soient x € M, £ € T M, et n € N* T M. Soient 8 € Q%(M) et ¢ € C=(M)
telles que B, = n et (dp), = & Notons que si f € C®°(M), alors d(f3) =
df NGB+ fdB. On a donc

od, On = () 5| (e raeeay,
= (0) | ftdo)e nm+ (@5))

(@) (& An).
Pour ¢ € T M, on définit £(&§)n = £ An. 1l s’ensuit que o(d, &) = (i) e(§).

Soit 'application T, M — TM , v — v* donnée par v¥(w) = (v, w )y,
ott w € T,M. Pour £ € T M, on définit £ par (£°)f = ¢. Pour v € T, M, on
définit une application

o N e — Nmmec

par (i(v)w)(v1, ..., V) := w(v, vy, .. ) On vérifie facilement que £(€)* = i(€”).
Par conséquent, o(d*, §) = (— )1( )
U(A,E) = G(dv )o ( )+G(d 75)00((1’5)
e(©)i(&) +i(¢ ) £(§)
£, €)1d

—~
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Ainsi, le laplacien de Hodge A est un opérateur différentiel elliptique.
Exemple 2. Le laplacien complexe

Soit (M?™, J) une variété presque-complexe ot .J est une structure presque
complexe, i.e., J> = —Id. On définit une action de J sur les 1-formes w € T*M
par (Jw)(X) :=w(JX), ou X € TM. L’application R-linéaire J s’étend en une
application C-linéaire sur 7* M ®C en posant J(w®z) := J(w)®z pour w € T*M
et z € C. De plus, cette extension vérifie encore J? = —Id. Par suite, .J admet
deux valeurs propres {£ i} et T* M ®C se décompose en la somme directe de deux
sous espaces propres associés a {£i}, i.e., T*M®C =: \' M = N"° Mo\ M
avec Lo
/\ "M={weT*M®C; Ju=iuv},

et
0,1
N M={weT"M&C; Ju=—iv}.

Soit A”"? M Tespace engendré par les éléments a A 8 avec a € AP(A"0 M)

et B € NYAY M). Alors, "M = S AP?“M. On note par Q" (M)
ptq=r

(resp. QP2(M)) l'espace des sections C* du fibré A" M (resp. A”'? M). Les

éléments de QP4(M) sont appelés les formes différentielles complexes de type

(p,q). On note II”9 la projection naturelle de Q" (M) sur le sous-espace QP9(M)

(p+q=r).

Soit maintenant M une variété complexe de dimension réelle 2n et soit U
un ouvert de M équipé des coordonnées holomorphes zi,...,2,, ou z; = x; +
V—-1y; (i.e., 1,91, ..., T, yn forment un systéme de coordonnées locales dans
U). L’extension C-linéaire de d satisfait dz; = dx; + v —1dy;. Par définition
de /\1’0 M, (dz1, ..., dz,) forme un repere linéaire de /\1’0 M|U. Similairement,
dz; = dx; —/—1dy; et (dz1,...,dZ,) forme un repeére linéaire de /\0’1 M‘U. Si
w est une section C* de \" M’U7 alors

W= Z Za,ﬂ,dz,/\d?w

k+l=r |I|=k
|J]=t

ott I = (iy,....,ix) ENF (1 <iy <...<ix <n),J=(j1,.,5) e N (1 <j; <
o <ji<n),dz, =dzi, N...Ndz;,, et dz, =dz;, A...\dz;,. Notons que

dw= Y > da,, Ndz NdZ,

ktl=r |I|=k
|J|=t
e aaI,J aCLI.J —=
da, , :Z ( 9z )dzi—&—z ( 32 )dzi.
da, da,

Définissons da, , = ( 5 ’J) dz; et da, , =3 ( 8;}) dz;. En posant
ow = Z da, , Ndz, Ndz,
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et
dw = Z galﬂ, ANdz, NdZ, ,

= [Ip+t14 o d|
et que 5|QPYQ(M> = [Pt o dlgpagan- Alnsi, 9 et 0 sont bien définis, i.e., ne
dépendent pas du systeme de coordonnées holomorphes (21, ..., z,) choisi. No-
tons aussi que 9 : QP9(M) — QPTLI(M) (resp. 0 : QPI(M) — QPITL(M))
est un opérateur différentiel d’ordre 1 et que 0% = 52 = 0. De plus, de I’égalité
d? =0, on déduit que 90 + 00 = 0.

on obtient que dw = (0 + d)w. Observons que I

QP (M) QP-4 (M)

Soit { , ) une structure riemannienne sur TM telle que la structure presque-
complexe J de M est une isométrie. Etendons ( , ) en une structure unitaire
sur /\O’T M pour chaque r. Soit 2" I'adjoint formel de O relativement & ces
produits scalaires et a 1’élément de volume riemannien sur M. Soit p € M
et soit U un voisinage de p équipé des coordonnées holomorphes zq, ..., z, ou
zi = @ + /=1y, Si &€ € T*M, alors £ = Y a;dv; + . b;dy;. Posons
€0 = 1> (ai+V—=1b;)dz;, i.e., £ est la projection de & sur /\0’1 M relativement
a la décomposition somme directe (T*M)C = A" M & A\”' M. Notons que si
© € C(M), alors (dp)° = 0 .

Soient £ € Ty M et ¢ € C*°(M) avec (dp), = &. Soit n € /\O’T(T;M)(C et
soit w € QO (M) telle que w, = 7. Alors,

() 2] et B0} )

(1) 5] (6@ o) Ay + @)y}

= ()((9¢)pAn)
= ())&

Ainsi, 0(9, &) = (i)(£%). En étendant Papplication & —— ¢ a (T*M)C en
utilisant la structure hermitienne sur (7'M)C, on obtient que

a(d,&n

0@, = 00,9
= (=i)i((€%)").

L’opérateur différentiel de second ordre [ := 09 +0 0 est appelé le laplacien
complexe de M (on le note aussi par Az). Observons que

o(0,8) = 0(@,800@ ,8)+0@ ,€00(,¢)
= (£, € Id.

Par conséquent, [ est elliptique.
Exemple 3. Le laplacien de Bochner

Soit (M™, g) une variété riemannienne compacte et soit w I’élément de volume
riemannien. Soit E un fibré vectoriel C*° au dessus de M et soit ( , ) une
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structure unitaire C* sur E. On étend cette structure unitaire sur I'°(E) aux
sections C*° de T*M ® F par

(,): T°(T"M@E)xI*(T"M ®E) — C>(M,C),
(a® @, BR1Y) — gla, B)(¢, )

ou la métrique g s’étend au co-vecteurs a l’aide de I'isomorphisme T*M = T M
induit par g. Supposons que E admet une connexion métrique et notons V
sa dérivée covariante associée. Soit V* : I'°(T*M ® E) — I'*°(E) 'adjoint
formel de V relativement & (, )z2 := [,,(, )w. Par définition, V* satisfait
I'égalité

(Vi, )2 =(p, V)2
pour tout p € T'°(T*M ® E) et tout v € I'°(E).
Remarque. Sie = (eq, ..., e,) est un repére orthonormal de champs de vecteurs
définis sur un ouvert U de M, alors

(X)) V'Ve==> V.V
i=1

sur U pour tout ¢ € I'°(M , E). En effet, pour ¢ et ¢ deux sections C* du
fibré E a support dans U, on a

(V'Ve, )2 = (Ve, V)L

D (Veip, Vetb) 2
=1

Observons que

n

D (Veip, Veth) =D ei{Vep, ) = (Ve,Verp, ).
=1

i=1

En intégrant sur M, on obtient que
<V*VS07 1/)>L2 = - Z <ve7’,vei§07 w>L2 )
i=1
ce qui implique la formule ().

Calculons maintenant le symbole de V*V. Soient v € E, et £ € TxM.
Soient f € T°(FE) et ¢ € C°°(M) telles que f(x) =wv et (dp), = &. Alors,

oV, 0 = ()] (Ve

L d

= (i) 5] {d0). @ F@) + (V)(@)}

= (D))
Soit I'application linéaire A¢ : By, — ThM ® F,, v — { ® v. L’adjoint de
Ag est donné par (Ag)*(n @ w) = (n, §)w pour n € TyM et w € E,. Par
conséquent,

o(V*'V,8v = (Ag)"Ae(v)
€11% .
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On conclut que le laplacien de Bochner est elliptique.
Exemple 4. L’opérateur de Dirac

Soit (M™, g) une variété riemannienne admettant une strucure spin et soit S
le fibré des spineurs associé. On note par V la connexion spinorielle et par
pw:T*M ® S — S le morphisme de fibrés induit par la multiplication de
Clifford. La composition

D=poV:T®(S) - T®(T*M @ S) - T°°(S)

est appelée l'opérateur de Dirac. Relativement a un repere orthonormé local
e = (e1,...,en) sur la variété M™, Dyp = >"" e;- V., pour tout ¢ € I'**(S)
(voir, par exemple, [F1).

L’opérateur de Dirac est clairement un opérateur différentiel d’ordre 1. Soient
x€Met&eTrM. Soient f € C(M, R) telle que (df), = & et ¢ € T'°(S).
Le symbole de 'opérateur de Dirac est donné par

o(D, Epila) = (i) ﬂ\ {7 De v} )

- )< ‘{tdf () + (Dy)(a)}
)

= ( (( f)e - ()
= (i€) -y (x).

L’application o (D, &) est donc la multiplication de Clifford par i€. Ceci montre
que 'opérateur de Dirac est elliptique.

2 Opérateurs différentiels sur des fibrés homogenes

Cette section sera consacrée a 1’étude d’une classe d’opérateurs différentiels, dits
invariants, agissant sur des espaces de sections de fibrés vectoriels homogénes.
Commengons d’abord par introduire quelques notions sur les espaces homogenes.

Proposition 2 Soit G un groupe de Lie et soit K un sous-groupe fermé de G.
Alors il existe une unique structure de variété C° sur G/K de sorte que la
projection canonique 7 : G — G /K soit une submersion.

Démonstration. Voir [BtD]. O

La variété M = G/K est appelée un espace homogene.

Proposition 3 Soit G x M — M une action transitive d’un groupe de Lie G
sur une variété M, et soit K = G, le sous groupe d’isotropie en un point m.
Alors,

(a) le sous-groupe K est un sous-groupe fermé de G (et donc un sous-groupe de
Lie de G);

(b) Uapplication naturelle j : G/ K — M, gK — j(gK) = g-m est un
difféomorphisme.
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Démonstration. Voir [BtD]. O

Ainsi, toute variété sur laquelle un groupe de Lie agit transitivement est un
espace homogene.

Exemple. Soit Gr,(C""™) I'ensemble de tous les sous-espaces de dimension
n dans C™"*t™, la variété de Grassmann complexe. Notons que Gry(C™+1) =
P™(C) et que Gr, (C"*™) est difféomorphe & Gr,,(C"*t™). Le groupe U(n+m)
agit naturellement sur Gr,, (C"*™). Cette action est clairement transitive. Soit
V le sous-espace de C"*™ engendré par les n premiers vecteurs de la base
canonique {eq,...,en1m} de C*"*™. Le stabilisateur du sous-espace V est le
sous-groupe U(n) x U(m). Par suite,

Gro(C"™™) 22 U(n + m) /(U(n) x U(m)).

Le groupe SU (n+m) agit aussi transitivement sur la grassmanienne Gr,, (C*™™)
et on montre de fagon similaire que

Gr(C™7™) 2 SU(n+m)/S(U(n) x U(m)).

Soit G/K un espace homogene et soit m : G — G/K la projection canon-
ique. Soient g et £ les algebres de Lie respectives de G et K.

Définition 4 Un espace homogene est dit réductif s’il existe un sous-espace
m de g tel que g =t D m et Ad(k)m C m pour tout k € K, i.e., m est Ad(K)-
mvariant.

Exemple. Si G est un groupe de Lie et K est un sous-groupe compact de
G, alors G/K est réductif. En effet, il existe un produit scalaire ( , ) Ad(K)-
invariant sur g. Le sous-espace m = £+:¢:) est Ad(K)-invariant et on a la
décomposition g = ¢ G m.

Définition 5 La représentation d’isotropie d’un espace homogéne M = G/K
est ’homomorphisme AdS/K : K — GL(Ty(G/K)) défini par k — (dmi)o
ot 0 =eK et 7, (a € G) est le difféomorphisme G/K — G/K, gK — agK.

Remarque. Si G/K est un espace homogene réductif, i.e., si g = ¢ ® m avec
Ad%(K)m C m, alors la représentation d’isotropie de G/K est équivalente & la
représentation adjointe de K sur m.

Définition 6 Soit M une variété riemannienne connexe. Si pour tout p € M,
il existe une isométrie j, : M — M telle que j,(p) = p et (djp), = —Id,,
alors M est appelée un espace riemannien symétrique. L’application j, est
appelée une symétrie (globale) de M au point p.

Théoréme 2 Toute variété riemannienne symétrique M est un espace homogeéne.

Démonstration. Voir [He]. O

Pour M = G/K un espace riemannien symétrique, la paire (G, K) est appelée
une paire symétrique.
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Proposition 4 Soit M = G/K un espace riemannien symétrique, et soient g
et € les algebres de Lie respectives de G et K. Alors, il existe un automorphisme
involutif o de G tel que ¥ ={X € g; do(X) = X}. De plus,
(I)g=tdmavec m={X €g;do(X)=-X}

(2) le sous-espace m est Ad(K)-invariant (et donc M = G/K est réductif) ;

(3) les relations suivantes sont satisfaites :

[6,m]Cm, [¢,¢]CE, [m,m]C¢t

Démonstration. Voir, par exemple, [He)]. |

2.1 Fibrés vectoriels homogenes

Définition 7 Soient G un groupe de Lie et K un sous-groupe fermé de G. Soit
M = G/K. Un fibré vectoriel E au dessus de M est dit homogéne si G agit
sur E a gauche et Uaction de G satisfait :

(1) gE; = Ey4y pour tousx € M, g € G.

(2) L’application de Ey & valeurs dans Egy induite par la multiplication & gauche
par g est linéaire pour g € G et x € M.

Soit (7, Ey) une représentation irréductible de K de dimension finie. Le
sous-groupe K agit sur G x Ey par (g, v)k := (gk, 7(k)~'v) pour g € G,
veEyet ke K. Onpose E := (G x Ey)/K = G xk,+ Eo, [g9,v]:=(g,v)K,
et p: E — G/K, [g,v] — gK. On montre (voir, par exemple, [KN]) que
E est un fibré vectoriel C*° au dessus de M. On définit une action de G sur
G x Eg par go - (g, v) := (gog, v). Ceci induit une action a gauche de G sur F
définie par go-[g, v] := [gog, v]. Muni de cette action, F est un fibré vectoriel
homogene.

Lemme 2 Soit E un fibré vectoriel homogéne au dessus de M. On pose Ey =
E.x et (k) Uaction de k sur Eg pour k € K. Alors, E est isomorphe en tant
que fibré vectoriel homogéne a G X Ey.

Démonstration. Soit application ¢ : G x By — E, (g, v) — ¢ - v. Pour
(g,v), (g ,v) € G x Ey, on observe que £(g, v) est égal & (g , v ) si et
seulement si [g, v] =[g , v ]. Ainsi, I'application

£:Gxg,Eg— E,[g,v]—g-v
est bijective et on vérifie que € est un isomorphisme de fibrés vectoriels. O

Lemme 3 Soient G un groupe de Lie et K un sous-groupe fermé de G. Soient
(t, Ey) et (o, Fy) deux représentations de dimensions finies de K. Soient
E=GxgrEyet F=G Xk, Fy. Ona

(1) E® F =G Xk ra0 (Eo @ Fy),

(2) EQF =G XK, 7Q0c (EO (9 Fo)

Démonstration. Le fibré vectoriel £ & F au dessus de M est homogene avec
(FE®F)x 2 Ey® Fy. Pour k € K, v € Ey, et we Fy, on a
k(le,v]@[e, w]) = [k, vow]
= [e,7(kh) v @o(k) w]
= le, (r(k) ' @o(k) H(va w)]



L’action de K sur Ey @ Fy est donc 7 @ o. D'ott, E® F = G Xk re0 (Fo ® Fp).
De méme, en observant que I'action de K sur Ey ® Fy est 7 ® o, on conclut que
E®FgGXK7T®U (E()@Fo) O

Lemme 4 Soit (7, Eg) une représentation de dimension finie de K. Soit
( , ) un produit scalaire sur Ey tel que relativement a ( , ), (7, Eg) est une
représentation unitaire de K. Alors il existe une unique structure unitaire G-
invariante sur E = G Xk Eq telle que si on identifie E.x avec Ey de maniére
canonique, le produit scalaire induit sur Ey s’identifie avec { , ).

Démonstration. Pour v, w € Ey et g € GG, on pose

(lg, 0], L9, w])gr = (v, w).

L’application ( , )gx est bien définie et on vérifie facilement que ( , ) est une
structure unitaire G-invariante sur E. Si ( , ), est une autre structure unitaire
G-invariante sur E de sorte que (, ) [, =( , ), alors

(gle, v], gle, w]) gK:([e7U]7 [e, w]) eK = (v, w),

’ ’

Le, ([g,v], 9, w]) ;g = (v, w). Il s’ensuit que (, ) =(, ). O

2.2 Opérateurs différentiels invariants

Définition 8 Soient G un groupe de Lie, K un sous-groupe fermé de G, et
M = G/K. Soient E et F deux fibrés vectoriels homogénes C*® au dessus de
M. Un opérateur différentiel D : T°(E) — T°(F) est dit invariant (ou
homogéne) si g- (Df) = D(g- f) pour tout g € G, ot (g- f)(z) := gf(g~'z)
pourx € M, f e T°(E) et g € G.

Soient (7, Fy) et (o, Fy) deux représentations de dimensions finies de K.
Soient E = Gx . Ey et F = GX g, Fy. Onnote par C*(G, Ep)®™ I'espace de
toutes les applications C*°, f : G — Ey, satisfaisant la relation de covariance

f(gk)=71(k)"'f(g), ol ge Get ke K.

Pour f € I'™°(E), on définit f € C™(G, Ey) par f(g) = g 1f(gK) pour
g € G, ou Ly est identifié canoniquement avec E.r. On vérifie facilement
que f € C®(G, Eg)®™ et que I'application A : T®(E) — O®(G, Ey)%7,
fr— f, est un isomorphisme linéaire.

Soit D : T'™°(E) — I'*°(F) un opérateur différentiel. On définit une appli-
cation linéaire D sur O (G, Eo)%" par Df := Df pour f € '°(E). Notons
que D(C>®(G, Eg)%7™) c C=(G, Fy)&e.

Définition 9 Soit G un groupe de Lie d’algébre de Lie g, et soient Eg et Fy
deuz K-espaces vectoriels de dimensions finies (K = R ou C). Une applica-
tion K-linéaire D : C*°(G, Ey) — C>=(G, Fy) est appelée un opérateur
différentiel invariant a gauche si pour tout g € G,
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(1) DoLy, = LyoD avec (Lyf)(z) := f(g~'x) pour f € C®(G, Ey) etz € G;
(2) il existe une carte (U, ) autour de g telle que pour tout f € C*(G, Ey),

glel ~
D = o) 7—ar—Fa )
(DN9) = 3 40l0) gz Fol0)
ler|<d
ot {x1,...,x,} est le systéme de coordonnées locales dans U, f = f‘U ot
a=(a1,...a,) EN" eta, € C®U, L(Ey, Fp)).

Soit maintenant G un groupe de Lie réel d’algebre de Lie g et soit D(G)
lespace des opérateurs différentiels D : C°(G,R) — C*(G, R) qui sont
invariants & gauche. Pour X € g, on note par X le champ de vecteur invariant
a gauche associé a4 X. On définit une action de X¢ sur O (G, R) par

(XC1)(9) = 5 Tgeap(tX)|_ .

En identifiant X avec X, on écrit simplement X f au lieu de X< f.
Lemme 5 Soient g€ G, X €get f € C°(G,R). On a

k

(X“D)9) = 2 Fgean(ix)|

dtk t=0

pour tout k € N.

Démonstration. La formule du lemme est clairement satisfaite si £k = 1. Pour
ke N* on a

(XM ) (gexp(tX)) = X(X*[)(gexp(tX))
2 (x pgenn(s +0x)|_
d

= = (X"f)(gexp(tX)).

dk+1

Par itération, on trouve que (X**!f)(gexp(tX)) = Wf(g exp(tX)). En

évaluant en ¢ = 0, on obtient

b1 dk+1
(XH11)(g) = S Flgean(tX)| _ .
Ceci achéve la démonstration du lemme. O

Lemme 6 Soient g € G, {X,..., X,,} une base de g, et f € C°(G, R). Alors,

an

(X1 Xnf)9) = 5o

flgexp(tXy)...exp(tn X)) ‘0 )

Démonstration. Soit F' la fonction (t1,...,t,) — f(gexp(t1X1)...exp(t, X))
définie dans un voisinage de 0 dans R™ (n > 2). Pour |t1], ..., |tn—1]| assez petits,
on a

0
. F(t1, . ytn_1,tn) C 0T (Xnf)(gexp(t1 Xy)...exp(tn_1Xn—1)).
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Par itération, on obtient la formule du lemme. Il
Remarque. Si a = (ay,...,a,) € N* et si f € C®(G, R), alors

glel

X0 X0 e
( 1 n f)(g) Gt?lat%"

flgexp(tXy)...exp(t,X,)) o

oulal=ar 4+ -+ ay,.

Définition 10 Soit g une algébre de Lie sur un corps K. Soit T(g) lalgébre
tensorielle sur g, et soit I(g) l’idéal bilatére engendré par les éléments de la
forme X @Y —Y @ X — [X, Y] pour X, Y € g. On identifie g avec son image
dans T(g). Soit U(g) = T(g)/I(g). Alors, U(g) est une algébre associative
unifére. Soit & Uapplication naturelle de T(g) dans U(g). En posant o = 5’9 ,
on obtient que o([X,Y]) = o(X)o(Y) — o(Y)o(X) pour tous X, Y € g. La
paire (U(g), o) est appelée I’algébre universelle enveloppante.

Les sous-espaces U'(g) := &(T'(g)), on T'(g) := @ ®" g, définissent une filtra-
k<i
tion de l'algebre associative U(g).

Soit I'application j : g — D(G), X +— j(X) = X%. Par universalité
de U(g), j s’étend en un homomorphisme d’algébres associatives de U(g) dans
D(G) que l'on note aussi j. Pour a = (ay,..., @) un multi-indice, on pose
X = X{".. X . Par la suite, on montre que les j(X ) forment une base de
D(G).

Lemme 7 Pour tout multi-indice o = (o, ..., o), il existe une fonction h, €

C*(G, R) telle que pour tout 8 = (B1,...,0n) € N", on a

Ca 70 sia=p,

0 sinon.

{7(X)%hs}(e) = {

Démonstration. Soit (U, ¢) une carte autour de I’élément neutre e dans G
telle que ¢(exp(t1X1)...exp(t,X,)) = (t1,...,t,) (on peut toujours trouver une
telle carte dans G). On écrit ¢ = (t1,...,t,). Soit f € C*°(G, R) une fonction
a support compact dans U telle que f(z) = t1(x)**...t5(2)* dans un voisinage
de e. Alors,

flexp(t1 X1)...exp(t, Xp)) =t ton .

On en déduit que
al! sia=p,

0  sinon,

{G(X) f}e) = {
ce qui prouve le lemme. (I

Il s’ensuit que les j(X*) sont linéairement indépendants dans D(G) et que
I’application j est injective.

Lemme 8 Les j(X%), a = (a1, ..., ) € N", engendrent D(G).
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Démonstration. Soit D € D(G). Pour f € C*(G, R), on note D.f =
(Df)(e). L’application D, détermine complétement I’opérateur D. Considérons
une carte (U, ¢) autour de e telle que p(exp(t1X1)...exp(tnXy,)) = (t1, ..., tn).
Pour f € C*(G, R), on a

olel ~
(POl = 2, aa g e Fo

lo|<d

avec f = f|U op~teta, € C®(U,R). On en déduit que

(Df)(e) = D aa(){i(X1)™j(Xn) ™ F}(e) -

laf<d

Comme j(X1)*,...,7(X,)*" sont invariants & gauche, les a, le sont aussi et
donc a, = aq(e) =: ¢,. Par conséquent,

D= caj(X1)™..j(Xn)".
la|<d

Ainsi, les opérateurs j(X)* = j(X1)*...j(X,)* engendrent D(G). O

Théoréme 3 L’algébre U(g) est isomorphe a D(G).

Démonstration. L’application j : U(g) — D(G) est un homomorphisme
d’algebres associatives injectif. De plus, la famille {j(X)*; a € N"} engendre
D(G), ce qui montre que j est surjectif. On conclut donc que j : U(g) — D(G)
est un isomorphisme d’algebres associatives. O

Soient G un groupe de Lie d’algebre de Lie g et K un sous-groupe fermé de
G. Soient (7, Ey) et (0, Fy) deux représentations de dimensions finies de K.
Soient £ = Gx g Ey et = GXg o Fples fibrés homogenes associés. A chaque
opérateur différentiel invariant, D : I'*°(E) — I'*°(F'), on associe un opérateur
différentiel invariant a gauche, D : C>(G, Ep)K™ — C®(G, Fy)%7, donné
par Df := Df, on f € > (E) et fe C>=(G, Ey)¥™ sont comme ci-dessus.

Observons que f(gK) = [g, f(g)] pour tout ¢ € G. De plus, lapplication
D —— D ainsi définie est une bijection linéaire.

Soit L(Ey, Fy) Pespace des applications linéaires de Ey & valeurs dans Fjp.
Pour L € L(Ey, Fy), X c¢U(g®) et f € C(G, Ey), on pose
(L& X)f = L(X)).

On associe donc & chaque élément de L(Eq , Fy)®U(g®) un opérateur différentiel
de C*°(G, Ep) a valeurs dans C*°(G, Fp). On définit une action pu de K sur
L(Eo, Fo) ®U(g") par

wk)(L® X) :=o(k)Lr(k) ™' @ Ad(k)X

pour k € K, L € L(Ey, Fy) et X € U(g®). Alors, (1, L(Eo, Fo) @ U (g%)) est
une représentation de K pour chaque j € N. Posons

(L(Eo, Fo) @U(g")" = {D € L(Ey, Fo) @U(g°); u(k)D =D, Vk € K}.
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Lemme 9 (i) Si D € (L(Ey, Fo) @ U(g%))X , alors
ﬁ(COO(G, EO)K,T) C COO(G, FO)K,O'
(ii) Si D € L(Ey, Fo)@U(g®) et si D(C®(G, Ey)%7™) c O®(G, Fy)57, alors

(n(k) 5)‘000(0,190)% = 5|C°°(G,E0)va :

Démonstration. (i) Soit D =Y, <4 La ® X* € (L(Ey, Fo) @U(g%))* avec
a=(ag,..,a,) € N* et X = X7 X% on {Xy,..,X,} est une base de g.
olel

Pour ¢t = (ty,...,t,) € R™, on pose (%)a = T Fixons un élément
1t..0ty

feC>®(G, E)X™. Ona

(DA)gh) = > La(X*f)(gk)

|| <d

- Z L, ( ) f(gkexp(t1 Xy).. exp(tan))‘o

la|<d
= |2<:d La (%)a Flg exp(ts Ad(R) X1)...expltn AR X))
= |§<:d LaT(k)‘l(%)a f(g exp(tlAd(k)Xl)...exp(tnAd(k)Xn))‘0
= |Z<dLT )~ {(Ad(k)X*) f}(9)
= EDIRIC @ Ad(K)X®)f}(g)
= o(k)™ ~|{?<(d)D)f}(g)
= o(k)"(Df)(9)-

Ceci prouve que D(C®(G, Ey)X7) c C=(G, Fy)K7.

(ii) Soit D = 2laj<a La ® X* € L(Ey, o) @U(g") (a = (a1, ...,an) € N?) tel
que D(C®(G, Ep)%™) C C°(G, Fy)X:7. Soit f € (G, Ep)%7. On a

{uk)DY)(g) = Y Ao @ Ad(k)X*)f}9)
|| <d
= o(k) Y {(La®X)f}gk)
|| <d
= o(k)(Df)(gk)
= (Df)(g).
On conclut que (u(k) 5)’CW(G7EO)K,T = ﬁ|C°°(G,E0)K=T . O

Proposition 5 Soient G un groupe de Lie d’algébre de Lie g et K un sous-
groupe fermé de G. Soient E = G Xgr Ey et F = G Xk Fy deuz fibrés
vectoriels homogenes au dessus de M = G/ K.
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(1) Si D :T°(E) — I'™°(F) est un opérateur différentiel invariant d’ordre d et
siD: C®(G, Eg)X™ — (G, F)X:7 est lopérateur correspondant, alors il
existe un élément D € L(Ey , Fo) @ U (g®) tel que E|C°°(G,E0)Kaf =D.

(ii) Si K est compact, alors on peut choisir dans (i) D € (L(Ey, Fo)@U%(g%))~x.

Démonstration. (i) Considérons une base {Xji,...,X,} de lalgebre de Lie
g et fixons un élément f € C°(G, Ey). En tant qu’opérateur différentiel de
C>*(G, Ey) a valeurs dans C*(G, Fy), D satisfait

(Df)(e) =D La(X"f)(e),

la|<d
avec L, € L(Ey, Fy). Comme D est invariant a gauche, on en déduit que

(Df)(9) = La(Xf)(g)

| <d

pour tout g € G. L’élément

D= L.®X"¢eL(E, Fo) ®U(g%)
la|<d

satisfait la condition E|Coo = D. Ceci prouve le point (7).

(G, Eo)Kom

(i) Supposons que K est compact. Soit D := > jaj<d La ® X Télément de
L(Ey, Fy) ®U%(g") obtenu dans (i). Posons Dy = [} (u(k) D) dk. 11 est clair
que Dy € (L(Eo, Fy) @U%(g%))X. De plus, comme

D (C%(G, Bg)™T) € C%(G, Fo)™,

on obtient que

“(k)D‘COO(G,EO)KW = D’CN(G,ED)KvT :

Ceci implique que D1 G, Eo)K:™

|C°°(G,E0)K'T

Supposons maintenant que G est compact et M = G/K est orientable.
Notons w ’élément de volume G-invariant choisi de sorte que

/M fo :/G F(gK) dg

pour tout f € C(M). Soit g© I'algebre de Lie complexifiée de g. Soit pour
X =X+ \/leQ (Xh X5 € g)7 (S(X) = -X; +\/T1X2 On étend § en
un anti-automorphisme de U(g®), i.e., § : U(gt) — U(g®) est R-linéaire et
satisfait 6(xy) = 0(y)d(x). Pour L € L(Ey, Fp), on pose n(L) = L*.

Lemme 10 Si D € L(Ey, Fy) @ U(g®), alors l’adjoint formel de D en tant
qu’opérateur différentiel de C°(G , Ey) a valeurs dans C*° (G, Fy) est

(D) = (n®é)oD.
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Démonstration. Il suffit de prouver le résultat du lemme pour D = L® X avec
Le L(Eo, FO) et X =X1+vV-1X5 € g(C (Xl, Xy € g) Soient f € COO(G7 Eo)
et h e C*(G, Fpy). On a

/ (Df)9), hlg))dg — / (L® X)1(g), h(g))dg
G G
- /G (L(Xf)(g). h(g))dg

/G (XP)(9). L*h(g)) dg
= [ @) X VT X)) do

Ainsi, on conclut que (D)* = (n®J) o D. O

Proposition 6 Soit D : I'°(E) — I'*°(F) un opérateur différentiel invariant
et soit D* son adjoint formel. Alors, D* : T°(F) — T'°(E) est aussi un
opérateur différentiel invariant. Soit D € L(Eq, Fy)®@U(g®) un élément associé
a D comme dans la Prop. 5, partie (i), et soit (D)* l’adjoint formel de D en
tant qu’opérateur différentiel de C* (G, Ep) a valeurs dans C* (G, Fy). Alors,
(D)* € L(Fy, Eo) @U(g®) et (D)* = D*.

Démonstration. Pour f1, fo € '°(F) et go € G, on a
[ thmb)e= [ (@), 0Tl dg,
G/K el

ot fi(gK) =g, fi(9)] et f2(gK) = [g, f2(g)] pour tout g € G. Par suite,

/ (fivg0fo)w = /<J71(9)aﬁ(9519)>d9
G/K e

/<g?fl<g>, Fal9)) dg
G

/ (90 fis fo)w.
G/K

Soient f € T°(E), he T*(F)et g€ G. On a

/ (f.D*(gh))w :/ (Df, gh)w
G/K G/K

[
— — — —
N
L
-
<
=
€
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Ceci implique que D*(gh) = g(D*h) pour tout g € G et tout h € I'*°(F). Par
conséquent, D* : T°(F) — I'*°(E) est un opérateur différentiel invariant.

Considérons toujours f € I°(E) et h € I®°(F) avec f(gK) = [g, f(9)], et
h(gK) = [g, h(g)] pour tout g € G. Si {Xi,...,X;,} est une base de I'algebre
de Lie g de G, alors D f a pour expression

DR = 3 La(X*)(g)

lo|<d
pour tout g € G, out L, € L(Ey, Fp) et X* = X' X2 . Il s’ensuit que

/ (Df hyw = /<<5f><g>,7z<g>>dg
G/K G

_ /G ((BF)(g), Tg)) dg

la|<d
3 X)h)(9)) dg
a|<d/

= [ (o). ¥ a)6xie)) g

la|<d

D’autre part,

/ (Df h)w = / (f, D'h)w
G/K G/K
- /G (F(g). (DW)(g)) dg.

On en déduit que (D* )9) =22 ja1<a N(L Lo)(8(X*)Rh)(g). Ainsi,

D = Y n(La) ®3(X?)

|| <d

= 77®5(Z Lo ®Xa)

|| <d

= (D)*.
Ceci termine la démonstration de la proposition. (I

Soit G un groupe de Lie compact connexe et soit g son algebre de Lie. Fixons
sur g un produit scalaire { , ) G-invariant et considérons une base orthonormée
{X1,..., X, } de g relativement a ( , ). L’élément Q, = —Z?zl XJ2 € U(g")
est appelé ’élément de Casimir de G relativement au produit scalaire ( , )
sur g.
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Proposition 7 L’élément 2, est indépendant du choiz d’une base orthonormée
de g (mais dépend évidemment du choiz de { , ) sur g). De plus, Q. est un
élément du centre de U(g®).

Démonstration. Si {Y7,...,Y,,} est une autre base orthonormée de g, alors
Y, = Zj a;; X; avec A = (a;j)1<i,j<n une matrice satisfaisant A* = A='. 11
s’ensuit que

DV = ) ajiani XXy
i i,k
= D 0k XXk
jik
= —Q..
Soit g = exp(tY’) avec Y € g. Puisque Q , est Ad(g)-invariant, on écrit

0O - Z (Gt ad(Y)Xk)(etad(Y)Xk)'

G

En dérivant par rapport a t et en évaluant en ¢ = 0, on obtient

0 = — Z (ad(Y) X)Xy + Xi(ad(Y)Xx)
= - (YXP-X}Y)
= [Y,Q.]
D’ou Q, est central dans U(g®). O

3 Décomposition de l’espace des sections d’un
fibré homogene

Soient GG un groupe de Lie compact et K un sous-groupe fermé de G. Supposons
que M = G/K est orientable et choisissons un élément de volume G-invariant

w sur M tel que
| o= sardg
M G

pour tout f € C(M). Soit (7, Ep) une représentation de dimension finie de K.
Fixons un produit scalaire { , ) sur Ey tel que relativement & ( , ), (7, Ep)
est une représentation unitaire de K. Soit £ = G Xk Ey le fibré vectoriel
homogene associé au dessus de M. On désigne par I'(E) (resp. L?(E)) I'espace
des sections continues (resp. de carré intégrable) de E. Sur T'(E), on dispose
d’un produit scalaire ( , ) donné par

(Ffo) = /M<f1,fz>w

/G<f1(gK)7fz(gK)>dg7

ou f1, fo € I'(F). On définit une action = de G sur I'(F) par

(m(9)f)(x) := gf(g"'z) pourg € G, feT(E)et xzec M.
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La paire (7, I'(E)) s’étend en une représentation (7, L*(E)) de G.
On se propose dans cette section d’étudier la décomposition en G-sous modules
irréductibles de T'(E) et L?(E).

Rappelons que l'application 4 : I'(E) — C(G, Eg)%7, f ]?, ou
f9K) = lg, f(9)] (g € G), est un isomorphisme linéaire. Soit G le dual
unitaire de G (on identifiera parfois une représentation unitaire irréductible de
G avec sa classe d’équivalence). Soit, pour v € CA;?, (my, V4) un représentant de
~. On définit une application

A,y V,® [‘IOT)’LK(V—y , E()) — C(G, EO)KVT
par
A, (v @ L)(g) = L(my(9) ")

On a le suivant fait standard :

Lemme 11 L’image de 'application linéaire injective

@VWQ@V; — C(G),v@¢p+— F,,
"/E@

donnée par F, ,(g9) = @(my(9)"'v) pour v e V,, o € V¥ (y € G) et g € G,
est dense dans C(G) par rapport a la topologie de la norme uniforme (||f|lcc =

Sup |f(x)]).
zeG
Démonstration. Voir [Wal). O

Remarques. (1) Soient v € é, v eV, et o€ Vy Solent g et go deux
éléments fixés de G. Pour tout g € G, on a 'égalité

Fv,ap(gl_ngQ) = Fﬂw(gl)(v),wf{(gg)tp(g) )
ol 7 dénote la représentation duale de 7.

(2) Du lemme précédent, on déduit que P V, @ V ® Ey est dense dans
ve@
C(G, Ey) par rapport & la topologie de la norme uniforme.

Lemme 12 L’ensemble C(G , Eo)%™ est fermé dans C(G , Ey) par rapport a
la topologie de la norme uniforme.

Il 1leo

Démonstration. Soit (f,,), une suite dans C(G , Ep)¥7 telle que f, —> f,
n——-aoo

ie, Sup||fn(z) — f(z)]] — 0. Pourxz € Get k€ K,on a
z€G n—0o0

I1f(zk) = (k)" f(2)ll < Supllf(yk) — (k)" f(y)

yeG

Sgg 1f(yk) = fu(yk)|l + Sgg (k) (fu(y) = FW)

2Sup || f(y) — falw)l| — O.
yeG

IN

IN

n—-mao90
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Ainsi, on obtient que f € C(G, Ep)%7. O

Remarque. SiT'(E)et C(G, Ey)X™ sont munis de leurs topologies de la norme
uniforme, alors I'application A : I'(E) — C(G, Ey)®™ est un isomorphisme

(sur I'(E), on définit ||f||im = Sup (f(x), f(z) >E¢)
z€G/K

Théoréme 4 L’espace @ A (V,@Homg (V. , Ey)) est dense dans C(G, Eg)®™
76@
par rapport a la topologie de la norme uniforme.

Démonstration. On sait déja que P V, ® V' ® Ep est dense dans C(G, Ep)
'yeé
par rapport a la topologie de la norme uniforme. On définit 'application suiv-
ante:
T:0(G, Bo) — C(G. Ba). (THg) = [ 7(0)f(gh) di
K
pour tout g € G. Notons que

IT(flle = Sup|IT(f)(g)l

geG
k| dk
< /Kgggmg )|
< wE) ||l

(u(K) <1). Ceci montre que T est continue et que ||T]| < 1.
Soient f € C(G, Ep) etl € K. On a

(Thgl) = /K 7 (k) f(glk) dk
= T -1 T
= w07 [ o)) ak

= 7()7! k) f(k)dk
w7t [ s
= ()~ T
pour tout g € G. Ainsi, Tf € C(G, Ey)¥7 et donc ImT C C(G, Ey)¥.

Soit f € C(G, Eo)™ 7. 1l existe une suite (fy)nen dans @ V, @ V¥ @ Ey telle
WE@
que || fn — fll.o — 0. Observons que Tf = f et que

||T(fn) - f”oo = ”T(fn - f)Hoo n—> 0.

— 00

On en déduit que @ T(V, @V ® Ey) est dense dans C(G, Eo)®%7 par rapport
'yeé
a | . ||oo- Posons I'application

b Vi © By — V@ By, Lo [ r(b)Lm (1) dk
K

On vérifie facilement que

pr (Ve ® Eo) C (Vi @ Eo)* = Homg (Vy, Ep).
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De plus, pour L € Homg (V,, Ey), on a que px(L) = L. D’ou,
])K(V,;k ® Ey) = HomK(V,y, Ey).

En remarquant que l'action de 7" sur Vj ® Ep coincide avec celle de pk, on
conclut que

TV, @VyeE)=V,@px(V; @ Ey) =V, ® Homg(V,, Ep).

Ainsi, @ A, (V, ® Homg(V,, Ep)) est dense dans C(G , Eo)®™ par rapport a
'yeé
la topologie de la norme uniforme. Il

Comme conséquence immédiate du Théoreme 4, on obtient :

Corollaire 1 Lespace @ A~ (A, (V,@Homg (Vy, Ep))) est dense dans I'(E)
'yeé
par rapport a la topologie de la norme uniforme.

Soit maintenant 7 1" action de G sur C*(G , Eo)%™ définie par

(7(90)f)(9) == f(go'g) pour go, g € G et f € C®(G, Ep)*7.

Notons que C®(G', Ep)%™ est équipé d’un produit scalaire ( , ) donné par
(hof)i= [ (Ao falo) g powr i, fo € (G, ).

L’action 7 s’étend en une représentation (7, L%(G, Eo)%™) de G appelée la
représentation induite et notée par Ind i (7). On montre facilement le lemme
suivant :

Lemme 13 L’application A : T'(E) — C(G, Eo)*™, qui a f associe f, s’étend
en une équivalence unitaire entre (7, L*(E)) et (7, L*(G, Eo)®™).

Théoreme 5 (Réciprocité de Frobenius) Soient G un groupe de Lie compact
et K un sous-groupe fermé de G. Soient (w.,, V) et (17, Ey) deuz représentations

unitaires irréductibles respectivement de G et K. Soit ™ = Indi (1) la représen-
tation unitaire induite sur L?(G, Eo)*7 . Alors il existe un isomorphisme
canonique entre Homa(V, , L*(G, Eo)7) et Homg (Vs , Eo).

Démonstration. Voir [Kn2]. O

Remarque. Notons par 7|k la restriction de la représentation m, de G
au sous-groupe K. Les multiplicités m,_ |, (1) := dimc Homg(V,, Ep) et
M 146 () (Ty) = dime Homg(Vy, L*(G, Ey)™7) sont donc égales.

K

Corollaire 2 On a l’isomorphisme suivant :

L*(E) = @V, ® Homk (Vy, E)
'yea

(complétion par rapport a || . ||12)-
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Démonstration. En utilisant la réciprocité de Frobenius, on obtient que

L*(G, Eo)*" = P V5 @ Homu(Vy, Eo),

WE@
ou la complétion est réalisée par rapport a la norme ||.| 2. Le résultat du
corollaire découle immédiatement de cette observation. O

4 Calcul des valeurs propres de certains opérateurs
différentiels invariants

Dans cette section, on donnera ’algorithme général permettant de calculer les
valeurs propres de certains opérateurs différentiels invariants. Il s’agit précisément
de déterminer le spectre du laplacien de Hodge sur les formes différentielles et
celui de 'opérateur de Dirac sur les spineurs. On commence d’abord par rap-
peler le résultat fondamental de la proposition ci-dessous.

Soit G un groupe de Lie compact connexe d’algebre de Lie g. Alors, on a
la décomposition g = 3(g) @ g1, ou 3(g) est le centre de g et g1 = [g, g]. Soit
( , ) un produit scalaire sur g satisfaisant :

(1) (g1, 3(g)) =0,
(2) (', )gixgs = —Bg, , ou By, est la forme de Killing sur g; .

Soit {X71, ..., X5} une base orthonormée de g relativement & ( , ), et soit Q , =
— Z?Zl X 32 I'élément de Casimir de G (relativement au choix de ( , ) comme
ci-dessus). Soit (7, Ep) une représentation irréductible de dimension finie de
K, et soit E = G Xk Ey le fibré homogene associé. Pour v € @, on pose

Dy (B) == A7HA, (V, © Homg (Vy, Ey))).
On identifiera canoniquement I', (E) avec 'espace V,, @ Homg (V, , Ep).

Proposition 8 Soit T' un tore mazimal de G. Soient Gy et Z respectivement
les sous-groupes connexes de G correspondant a g1 et 3(g). Soit h Ualgebre
de Lie de T. On étend le produit scalaire { , ) sur h en un produil scalaire
hermitien sur l’espace des formes linéaires a valeurs complexes sur b. Soit
v € G. Alors, QG’FW(E) = c(y) Id avec c(y) = (Ay +20,, Ay), ot Ay et 0
sont respectivement le plus haut poids de 7y et % Yoaeat @, A'g étant le systéeme

des racines positives de G relativement a un choiz d’une chambre de Weyl de
T.

Démonstration. Voir [Wa]. O

4.1 Spectre du laplacien de Hodge
Soient G un groupe de Lie compact connexe et K un sous-groupe fermé de G.

Soient g et £ leurs algebres de Lie respectives. Fixons un produit scalaire ( , ) G-
invariant sur g et posons m = £5(>) La restriction de ( , ) & m induit une
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métrique riemannienne G-invariante sur M = G/K. On étend naturellement la
structure riemannienne sur 7M en une une structure unitaire sur A” (7% M)®,
ott (T*M)® est la complexification du fibré cotangent. On définit un produit

scalaire (, ),, sur QP(M) par

(080 = [ (a8,

ol w est ’élement de volume riemannien. Par construction, 'action de G

préserve ( ) )]\4? Le., (g T, g'ﬂ)M = (a, 6)1\4 pour «, ﬁ € QP(M) et g € G.
La différentielle extérieure d : QP (M) — QPFL(M) est un opérateur différentiel
invariant. Par suite, ’adjoint formel d* de d relativement a (, ),, et le laplacien
de Hodge A = dd* + d*d sont aussi des opérateurs différentiels invariants.

Rappelons que le fibré tangent TM de M = G/K est le fibré vectoriel ho-
mogene associé a la représentation adjointe de K sur m, i.e., T'M = G X g aqm.
Par suite, A" (T* M) =2 Gxx pr ag- A" (m*)©, ot \P Ad* est la représentation
induite par Ad sur le produit extérieur A" (m*)¢. En particulier, on déduit que
QP (M) est isomorphe & C®°( G, AP (m*)C)K, A" Ad"

Supposons de plus que M = G/K est un espace riemannien symétrique. La
décomposition g = £ @ m satisfait ainsi les relations:

[E,m]Cm, [E,¢]CE, et [m, m]CE

Proposition 9 Soient G, K, et M comme ci-dessus. Soit A le laplacien de
Hodge de (M , (, ),,). Enidentifiant QP(M) avec C®(G, AP (m*)C)K A" Ad"
on obtient que A =Q ., ot Q est ’élément de Casimir de G (relativement a

{5

Démonstration. Soit 7 : G — G/K la projection canonique. On re-
garde l'espace dual m* comme l’ensemble des formes linéaire sur g qui sont
identiquement nulles sur €. L’identification QP(M) — C>®(G, A (m*)C )& »
(p = A\ Ad*) notée par a — @, est définie par

(@(g)(Y1,....,Yp) = (77 a)(Y1, ..., ¥3)(9)

pour g € G et Y1, ..., Y, € g. Choisissons une base orthonormée {X1, ...., X,,,
Xnt1, -, XN} de g relativement au produit scalaire { , ) de sorte que les n
premiers vecteurs forment une base de m. Un élément

nec=(a, \ @) rcoxa, N (m
est déterminé par la famille des applications C°°,
{n(Xil,...,Xip);1§i1<...<2’p§n}.

On définit une application linéaire

Do, N )< e —c=(a, A (mn)E )R
par
p+1 R
(‘D n)(XiU"’VXierl) = Z (_1)u_1 Xlu N (Xip"aXiuv '~7Xip+1)
u=1
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(1<i1 <... <ipy1 <n). Soit a € QP(M). On a

p+1
(Da)(Xila"'inp+1) = Z(il)U71Xiu '&(Xilv"inua"inp+1)
u=1
p+1 N
= > (D)X, (1) (X Xiys o X))
u=1
D’autre part,
(do)(Xipy oo X)) = (da)(Xip, oy X))
= (dr*a)(Xip, ..., Xip, )
p+1 .
= Y (DX, () (X, Xy X )
u=1
p+1 N R
St e) (X, X 1 Xy Xy Xy Xy ).
1<u<v<p+1
OrX,;, , X, eémet[m, m]C¢¥ donc[X;, , X, | €t et par suite
p+1 N R
Z (71)u+v( )([Xlu7 Xlﬂ]7Xi1’"aXiqm"7Xiu7"7Xip+1) = 0.
1<u<v<p+1

Ceci implique que da = D@, d'ott d = D. Définissons un produit scalaire
K-invariant sur C®( G, AP (m*)©)K -7 par

(€7n)r=/G<£(g)7n(g)>dg,

ou dg est la mesure de Haar sur G. 1l s’ensuit que (a, c
ceRL.SiEeC®(G, NV (")) retne C(G, ANV (m*)C)K » alors

(D¢, )= (€&, D) = /G S (X X,

1<i1<...<ip<n

1
p!
p
DX, 0 (X Xy, X)) dg

u=1
1
= _17 Z Z / Xiu 'E(Xilw"inp)a
1<i1 <. <ip<n u=1
W(Xil,..,.f(\viu,..,X‘ )>dg

1

: 1<1 <. <jp—1<n k=1
U(Xj17~-- Jp— 1)>dg

On en déduit que D* est donné par
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(D) (Kiys s Xiy ) = = D Xip - & (Xp, Xiyy o Xiy )
k=1

(1<i1 <...<ip—1 <n). En posant A=DD*+ D*D, on remarque que
(Aa, B), =c(Aa, ) powr a,f € QP(M).

Par conséquent, Aa=Aa pour tout a € QP(M), d’out A = A. Pour démonter
la proposition, il suffit donc de prouver que Aa = — chvzl X ,3 «a pour tout
a € QP(M).

Soient Xj,,...,X;, € m avec 1 <iy < ... <ip <n, et soit « € QP(M). On a

~

p
(DD*&)(Xl1aasz) = Z<_1)u_1Xiu : (D* &) (Xi1;-~7Xiua-~7Xip)

De plus,

(D*Da)(Xiy, ., Xi)) = —ZXk~(D&)(Xk,Xi1,..,Xip)

(ﬁa)(Xualep) = 7ZXI§a(X11aasz)+
k=1

n p

Z Z (_l)u [Xlu ) Xk] (Xk7X’L17 7Xlua 7XZP)

k=1 u=1
Posons

n P R
Z X’Lu ) Xk] (kaXilv"aXiuv"inp)'

k
Pour uw € {1,...,p} et k € {1,....,n}, on a

[Xi, » X] Z

j=n+1

olt les C7 , sont des constantes de structure de G. Par suite, on écrit
w

n 14 N
Z Z Z C’L kX a(XkaXilyu,Xiu,..?XiP),

k=1 u=1 j=n+1
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Notons que si j € {n+1,..., N}, alors
i] & (g exp(tX;)(Xiy, o Xi)
dt lo gexrp J B19 crey iy

d| -
= 2| @(@)(Ad(eap(tX,))Xi,. ... Ad(exp(tX;))X,, )

(_1)u_1 a(g)( [Xj 9 X’iu ]7Xi17 "uXiuv ~'7X’ip )

M=

—

u=

P n
= Z Z (—1)! Cjk A (9)(Xis Xiys oo Xisy oon Xi))-
u=1 k=1

Comme G est un groupe de Lie compact, on a ’égalité Cj]fiu = C’f  pour tout
u € {1,...,p} et tout k € {1,...,n}. Ainsi, on obtient

p
Xj e (Xi17"~7X’L'p) = Z (_1)u71 Ciju,k: a (Xk,Xil, ..,Xiu, "7X’L'p)-

u=1l k=1
Il en résulte que
N
II=- %" X7-a(Xi,..X;).
j=n+1
Finalement, on conclut que Aa=— Z;V:;l X j2 -a. Ceci prouve que A= Q.,
i.e., le laplacien de Hodge A s’identifie avec {1, le dernier étant vu comme
opérateur différentiel invariant & gauche. O

Remarques. (a) Soit (m,, V,) un représentant de v € G. Du fait que
T4 (Qs) = c(v) Id, ot c(y) est la constante donnée dans la Proposition 8, il

en découle que 73(Q,) = c(v) Id.

(b) Soit L2( AP (T*M)T) l'espace des sections de carré intégrable du fibré
NP (T*M)E. Alors,

N (M) = @ V@ Homg (Vy, N (m*)°).
ved

Supposons que A (m*)C = @ msWs, on A C K, les Ws sont des K-
deN
représentations irréductibles, et les ms € N* sont des multiplicités. Il s’ensuit

que

PN @) = @@ ms (V0 (V@ Wy)k)
4eG d€A
= @ @ m5m7|K(5) VV'
4eG d€A

Si~y € G est tel que M|, (6) # 0 pour un certain § € A, on note que
A’%,@(V; swyx = 1dv, @1 (Qg) ® Id,,, .
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Comme M est compacte et A est elliptique, le spectre de A est donné par
Speca (P(M)) = {c(7); v € G, § € A, my, (8) # 0},

ol ¢(7y) désigne la valeur propre de I'élément de Casimir de G sur le module V.
Bien évidemment, chacune de ces valeurs propres est prise mgs-fois.

Exemple. Soit la paire symétrique (G, K) = (SU(n+ 1), S(U(n) x U(1)))
avec n > 2. Alors, M = G/K est difféomorphe & l’espace projectif complexe
P™(C). Dans ce qui suit, nous allons calculer explicitement les valeurs propres

du laplacien de Hodge A agissant sur les formes différentielles complexes de type
(0, q) sur P*(C).

Considérons d’abord le tore maximal
T={A= diag(ei917....,eia7l,67i2?:19]') ;0; € R pour j =1,...,n}

de G (et K), et notons b son algebre de Lie. Pour tout j € {1,...,n + 1}, on
définit la forme linéaire

ej b — C, H = diag(hy, ..., hny1) — h; .

On fixe le systeme de racines positives suivant de G relativement a T
AE:{eifej; 1<i<j<n}U{er+ -4+2¢;+--+ey;1<i<n}.
Notons que A% M est isomorphe & (A?" M)*, ot (A?° M)* est le fibré dual

de A?° M. De plus,
A" M =G xpe poage N'(C 0T,

ol la représentation A\? Ad* de K est irréductible de plus haut poids

0 si ¢q=0,
v=oq(g+)(er+ - +eg) talegrr+--+en) sil<g<n-1,
(n+1)(e1 +---+epn) sig=mn.

On en déduit que (A\>? M)k est un K-module irréductible de plus haut poids

0 si q=0,
,u(;) —gle1+---+enq)—(@g+1)(en—gr1i+---+e,) sil<g<n-—-1,
—(n+1)(e1+---+en) sig=n.

Pour appliquer lalgorithme permettant de calculer le spectre de A, on a
besoin du résultat suivant (voir, par exemple, [IT], [CFG] ou [BH]):

Proposition 10 Soit 7y (resp. 7,) une représentation irréductible de SU(n +
1) (resp. S(U(n) x U(1))) de plus haut poids A\ = Z;;l Aje; (resp. p =
Z?:l pje;). Alors, la multiplicité m |y (Tu) est égale a 0 ou 1, et

N .
(NIRRT (Tw) si et seulement si u est de la forme

avec M > > X > > >, >0 et a22?:10‘j‘”j)~



Soit 0 < ¢ < n et soit 7, 'unique (& équivalence pres) représentation
irréductible de K de plus poids u donné par I’égalité (x). Soit 7 une représentation
irréductible de G de plus haut poids A = Z?Zl Aje;.  Par la proposition
précédente, on conclut que la multiplicité m ., est non nulle
(et donc égale & 1) si et seulement si,

[s(Un)xu(1)) ( Ti )

(¢) pour ¢ =0, A est de la forme
A=2ke; +k(ea+ - +ep)
avec k > 0;
(#4) pour 1 < g <m—1, A est de la forme
A= Rk—g-c)a+t(k—q)ea+ +eng)+(k—g+e—1en_gi1+
(k—q—1)(en—gr2+---+en)
avec € € {0,1} et k> g+ 1;
(#i1) pour g = n, A est de la forme
A=02k—n—-1er+(k—n—1)(ea+---+ey)
avec k> n—+ 1.

Sur lalgebre de Lie g = su(n + 1), on considére le produit scalaire { , )} donné
par

(X,Y)=-B(X,Y) pour X,Y €g,
ou B est la forme de Killing de g. Par dualité, on étend ( , ) en un produit
scalaire sur l'espace des formes linéaires & valeurs complexes sur . Observons
que

(eirei) =5
€, €)= ———s
v 2(n+1)2
pour tout i € {1,...,n}, et que
-1
)

pour tous ,j € {1,...,n} avec i # j. Finalement, en remarquant que la demi-
somme des racines positives de G est g = Z?=1 (n+1—j)ej, on obtient que

Speca (QV9(BH(C))) = { (A+286., A)5 may, () #0}

{k(kJrn)

. > . _
n+1 ,k_o} sig=0,

_ {(k—s)(kJrn—q)

. ;56{0,1},k2q+1} sil<g<n-—1,

{M;anJrl} sig=n.

n+1

Remarque. Sur une variété kihlerienne M, le laplacien de Hodge A est relié
au laplacien complexe O par la formule A = 20 (voir [We], Théoreme 4.7).
Comme P"(C) est une variété kéhlerienne, cette formule nous permet de déduire
le spectre de O sur 2%4(P*(C)) & partir du spectre de A calculé ci-dessus.
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4.2 Spectre de 'opérateur de Dirac

Dans cette section, on suit la description de T. Friedrich (voir [F]) des spineurs
et de I'opérateur de Dirac sur un espace riemannien symétrique.

Soit M™ = G/K un espace riemannien symétrique de dimension (réelle) n
ou G est un groupe de Lie compact connexe d’algebre de Lie g et K est un
sous-groupe fermé de G d’algebre de Lie . Considérons un produit scalaire
G-invariant ( , ) sur g et posons m = ¢L(> ). Ce produit scalaire définit une
métrique riemannienne sur M qu’on note aussi par ( , ). Soient L, et R,
respectivement les translations a droite et & gauche dans le groupe G: Ly(g1) =
991, Ry(91) = g19. La projection canonique 7 : G — G/K est un K-fibré
principal. Pour X € & le champ de vecteur fondamental de 'action de K au
point g € G est donné par

R(g)= L (g exp(tx))

dt =0

Donc, X coincide avec le champ de vecteurs invariant a gauche associé au vecteur
X € g. Par suite, l'espace tangent vertical du K-fibré principal (G, 7, G/K)
au point g € G coincide avec I'espace dLy(¥), i.e., T/G = dL,(t). Observons
que TyG = dLy(¢) & dLy(m) et que dRy(dLgy(m)) = dLgx(m) pour g € G et
k € K. Le choix TghG = dLg4(m), ou g € G, définit une distribution des espaces
horizontaux, i.e., une connexion principale sur G — G/K. Soit © la forme de
Maurer-Cartan du groupe de Lie G; © : TG — g, O(ty) = dL,-1(t,) pour
g € Getty € T,G. La une-forme Z := pry 0 © : TG — ¢ est la forme de
connexion canonique dans le K-fibré (G, 7, G/K ). La forme de courbure de
cette connexion est donnée par

0? = dZ+%[Z,Z}
1
= pré(d@)+§[p7"é@,p7"e@}-

Si © = O¢ + O, est la décomposition de la forme de Maurer-Cartan, alors

QZ

1 1
pré(d®+§[@’@])—§[@m, Om |
1

car dO+ 1[0, 0] =0.

Un champ de vecteurs T sur la variété M peut étre regardé comme une appli-
cation T : G — m satisfaisant

T(gk) = Ad(k™*)T(g) pour g€ G et k€ K.

Notons VZ la dérivée covariante induite par Z sur TM = G x K,Adm. On a
donc que VZT =dT + [pre©, T]. En utilisant cette formule et la propriété
d’invariance de ( , ), on vérifie que VZ préserve la métrique riemannienne. De
méme, on montre que VZ est sans torsion. Ceci implique que VZ = V, ot V
est la connexion de Levi-Civita sur M.
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Supposons que espace riemannien symétrique M = G/K est muni d’une
structure spin homogene, i.e., supposons qu’il existe un homomorphisme

Ad: K — Spin(m)

tel que le diagramme

K Ad, g ‘pin(m)
Ad A
SO(m)

commute. Soit k : Spin(m) — GL(A) la représentation spin. Un champ
spinoriel ¢ s’identifie avec une fonction 1 : G — A satisfaisant la condition

Y(gk) = H(;rd(k‘_l))w(g) pour g€ G et k € K.

Pour X etet ge G,on a

(X¥)le) = “Slgenp(iX)

_ % K(Zgl(emp(—tX)W(g)L:O

= —r.(Ad (X))y(g),

ie, X1 = —k, (;lvd* (X)) = —Ad, (X) -4, on Ad, (X) - ¥ est la multiplication

de Clifford du spineur p € A = A(m) par Pélément Ad.(X) € spin(m). Soit
DZ1) 1a différentielle absolue de 1. Alors,

(DZ9)(X) = dop(X) + ke (Adu(Z(X))).

Rappelons que (DZ%)(X) = 0 pour X € £ et que (DZ4)(X) = X(3) pour
X € m. Relativement & une base orthonormée {Xi, ..., X,,} de m, on écrit

D% =" X; @ X;(v).

i=1

Par suite, on obtient ’expression suivante pour 'opérateur de Dirac:

Dy =Y Xi-Xi(1).

i=1
Ceci prouve que D s’identifie & un opérateur différentiel invariant a gauche.

Proposition 11 Soit M™ = G/K un espace riemannien symétrique compact
de dimension n muni d’une structure spin homogéne. Soit R la coubure scalaire
(constante) de l'espace M™, et soit Q, l’élément de Casimir de G. Alors, on a
lidentification
R
D2 - QG + g .
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Démonstration. Soient g et ¢ les algebres de Lie respectives de G et K.
Soit (, ) un produit scalaire G-invariant sur g. Fixons une base orthonormée
{X1, .., X;n} dem:= tL(. ). Le carré de 'opérateur de Dirac est donné par

D* = > X X (X X;(4))

ij=1
. Xg(¢)+% STOX X (X X5 )W)
i=1 1,7=1

Notons que [X;, X;] € & pour 1 <4,j < m. Par conséquent,
[ X, X;1(¢) = —Ad. ([ X, X;]) - 9.
Il s’ensuit que
m 1 m .
D == X(¢) - B Yo Xi X Ad([Xi, X)) -4
i=1 i,j=1
Choisissons une base orthonormée {Y1,...,Y;} de lalgébre de Lie ¢. On a
Y2 = Ad( )Ad( w) ¥ pour a € {1,..,k}.

Soit O, = -3, X2 - | V2 I'dlément de Casimir de G. Alors,

a=1 T«
k N N 1 m N
D’ =Qq v+ ) Adi(Yo) Ad(Ya) ¥ =5 D Xi X+ Adu([ X0, X;]) -0
a=1 i,j=1

Pour a € {1,...,k}, on a

— 1 & —
Ad(Ya) = 1 30 (AL, X)X X
i,j=1
1 m
= 1Y (ALY, X)X X,
i,j=1

<[Yain]7Xj>Xin'

I
| =
ZMS

De méme, si i,j € {1,...,m}, alors
— 1 &
Ad([Xi, X5]) = Do AXe X500 X, X)Xy X

Par suite, on obtient que

1 k m m
DPy—Quv = 723 > > (Yo Xal, Xj)([Ya, Xp], Xg) Xi X; X, Xg ) -
a=1 4,j=1 p,q=1
1 m m
g 2 2 (X X501, X, ], Xg) X X5 X, X, v
i,j=1 p,q=1
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En utilisant la propriété d’invariance du produit scalaire {, ) sur g, on remarque
que

k k
Z YOMX ><[YC¥7X] Xq> = Z s XL7X]><YOM[XP7X]>
= <[ ]>[Xp7Xq]>'
Ceci implique 'égalité
1 m
D2¢_ch:_ﬁ Z <[Xi7Xj]’[X;D7Xq]>XinXPqu-
,5,p,q=1

La connexion de Levi-Civita sur 'espace riemannien M = G//K est induite de la
connexion Z dans le K-fibré principal (G, 7, G/K). Par conséquent, le tenseur
de courbure de Riemann Riem de M satisfait la formule

Riem (X;, X;) = [QZ (Xi, X5), 1,
d’ou
(Riem (X, X)X,, Xg) = ([97(X;, X)), Xp], Xy)
—<[[Xi7Xj]7Xp]7XQ>
—([Xi, X51, [ Xp, Xq])

pour i,j,p,q € {1,...,m}. En exploitant les relations dans l’algebre de Clifford
associée a (m, ( , )), Cliff(m) on obtient que

D¥*p—Q ¢ = —= Z (X, X5], [ Xy, X)) X X5 X, X0
1<J
1
= 5 Y IXL X P
i,5=1
R
- g ¢ 5
ou R est la coubure scalaire de la variété M. Ceci acheve la démonstration de
la proposition. [l

Remarques. (1) Soient G, K, et ( , ) comme ci-dessus. Soient g et ¢ les
algebres de Lie respectives de G et K. Comme M = G/K est symétrique, il
existe une involution o de G telle que g = € ® m avec

t={Xeg;do(X)=X} et m={Xecg;do(X)=-X}.
Soit 1) un champ spinoriel et soit {X71, ..., X, } une base orthonormée de m. Si
i€ {1,...,m}, alors
d

Xi(o™P)(g) = 7l (0™1) (g exp(tXy))

= d(oooLy)(Xi)

= d(¢ o Lyg))(do)(Xi)
= —d(¥ o Log))(Xi)
= —o"(Xi¥)(9)
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pour tout g € G. Ainsi, X;(c*¢) = —o*(X;¢). Il s’ensuit que

D(c*y) = ZXi'(Xi(U*w))
= —o"(Dv).

En particulier, si D¢ = Ay (A € R), alors D(c*¢) = —Ao*1), i.e., 0% est un
vecteur propre associé a la valeur propre —A. On conclut donc que le spectre de
D est symétrique par rapport a l'origine. Par suite, ce spectre est compléetement
déterminé par le spectre de D?.

(2) Considérons 'espace L?(S) des sections de carré intégrable du fibré des
spineurs. Rappelons que
L*(8)= P Vy @ Homg(Vy, A).
76@

Le K-module des spineurs A n’est pas en général irréductible. On écrit

A:@m(ng,
SEA

ot ACK , les W5 sont des K-représentations irréductibles, et les ms € N* sont
des multiplicités. Par conséquent,

LA(S) = P P ms (v, @ (Vo Ws)F)
fyea dEA
= @ @ mgm,ﬂK((s)Vv.
VeG SEA

Précisons que

R
=(d,, @ (Q.)®Id,, )+ =

2
D |v7®(v; ® Ws)K 8

dans le cas ot m,, (0) # 0. Par suite, le spectre du carré de I'opérateur de
Dirac est donné par

R .
Spec p2 (I'™(S) ) = {0(7) + R ;7 EG, €A, m’le((;) # 0}7
ou chaque valeur propre c(v) est prise mgs-fois.

Exemple. Considérons le cas ot (G, K) = (SU(n+1), S(U(n) xU(1))) avec
n > 2. L’espace riemannien symétrique G/K = P"(C) admet une sructure spin
(qui est dans ce cas unique) si et seulement si n est impair. Par la suite, on
supposera que n est impair. Soit S le fibré des spineurs associé a la structure
spin (homogene) de M = G/K. Comme M est une variété kihlerienne, on a
I'isomorphisme suivant :

S~=Sy®...88,,
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ot S, est un fibré en droites complexes tel que S2 = Kj; := /\n’0 M, et
Sp_r=A"" M ®S, pour tout r € {0,...,n} (voir [F] pour ces faits).

Soient maintenant 7T, AE , et {, ) comme dans I’exemple précédent. Notons
que

KM =¥e XK,/\”Ad* /\ (C"@(C*)
11 s’ensuit que (Sy,)cx est un K-module irréductible de plus haut poids

1
I/:n; (el—l—--~+en).

Par conséquent, (Sy—)erx = (/\O’T M)k ® (Sp)ex est également un K-module
irréductible de plus haut poids

ol (ep 4 +ep) sir=0,
n= #(el+"'+en7’r‘)+%(en77‘+l+'"+6’n) Silgrgn_]_7
_"T'H(el+...+en) sir=nmn.

On note 7, la représentation irréductible de K de plus haut poids @ donné ci-
dessus. Soit 7y une représentation irréductible de G' de plus haut poids A. En
appliquant la Proposition 10, on déduit que la multiplicité m ., |, (XU (Tu)
est non nulle (et donc égale & 1) si et seulement si,

(i) pour r =0, A est de la forme

n+1 n+1

A= ( +2k)el+(T+k)(eg+~-+en)

avec k > 0;

(i) pour 1 <r <mn—1, X est de la forme

A= (n—gl+2k—r—€)61+(HTH—’_]C_T)(Q?"_"'—'_G”*’”)—’_
(n;1—|—k—7"+5)€n7r+1+(n;1+I€—T)(enfr+2+-..+€n)

avec € € {0,1} et k > Sup{e, r— 21 };

(#i1) pour r = n, A est de la forme

n+1 n+1
A= (- 5 +2]€)€1+(—T+k)(62+"'+€n)
avec k > "T“
La courbure scalaire de ’espace riemannien M = G/K est R = n. Par

suite, le spectre du carré de l'opérateur de Dirac sur P*(C) est le suivant:

Spec p2 (T(5)) = { (A + 256, A) + 5 3 may(w) #0)
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R o e L U e e
1<r<n-1, k> sup{g,r_ﬂ;l}}u{k(zlz;fl;1); 2”;1}.

Remarque. On retrouve ici le résultat obtenu (par d’autres méthodes) dans
[CFG] et [SS].
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Appendice B: Fonctions zéta spectrales
et applications

Soit E un fibré vectoriel complexe hermitien de classe C'>° au dessus d’une
variété riemannienne compacte M de dimension n. Soit A : L?(E) — L*(E)
un opérateur différentiel elliptique auto-adjoint positif d’ordre m. La fonction
zéta associée au spectre de 'opérateur A est donnée par

C(A,s) = Trace(A™?)

- Z A8

A€Spec (A)\{0}

ol s est une variable complexe et chaque valeur propre A € Spec (A) \ {0} est
répétée autant de fois que sa multiplicité. Les séries définissant (A, s) con-
vergent pour Re(s) > I et donnent lieu & une fonction holomorphe sur ce
demi-plan. De plus, on montre que ((A, s) admet une extension méromorphe
a tout le plan complexe et que le point s = 0 est un point régulier de cette

fonction (voir [APS2] et [Se] pour ces faits).

Vu que la dérivée de la fonction zéta admet une valeur finie en s = 0, on
peut poser le terme )
Det¢(A) :=exp(—¢ (4, 0))

qu’ on appelle le déterminant zéta-régularisé de 'opérateur A.
Remarques. (1) Cette définition du déterminant régularisé est motivée par le

fait suivant. Considérons une matrice réelle symétrique définie positive A de
taille n x n dont le spectre est donné par

Spec (A) = {O <M <. < )\n}.

Posons ((A, s) :=A]°+ -+ \,® pour s € C. Alors,

ezp( - C/(A7 O)) = e:cp( i Log (/\k)>

k=1

— H)\k
k=1

= det(A).

(2) Supposons que M est munie d’une structure spin et considérons 'opérateur
de Dirac associé, D, agissant sur les champs de spineurs. La définition ci-dessus
du déterminant régularisé ne s’applique pas a 'opérateur D car il n’est pas posi-
tif. Soit {)‘k}keN (resp. { — 'uk}keN ) ensemble des valeurs propres strictement

—iTs

positives (resp. strictement négatives) de D. Adoptons le choix (—1)7% =e
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pour s € C. La fonction ((D, s)“ = Trace (D~°)” est bien définie et holomor-
phe pour Re (s) > n si on pose

(D,s) = D N+ (1)
k k

ATS — T8 A8 4+ s . AT 4 s ATS — s
- zk:( gt S )H_l)‘zk:( e - )

Ly S22 5)2—n<D, 5 02, g);n(p, 9

ou (D, s) = >, Ag® =>4 p° est la fonction éta introduite par Atiyah,
Patodi et Singer. Cette derniére fonction est holomorphe pour Re (s) >> 0 et
admet une extension méromophe a tout le plan complexe avec des poles simples
(voir [APS1]). Comme s = 0 est un point régulier de la fonction 7, on peut
donc étudier la dérivée de ((D, s) en 0. On a

¢'(D?,0) d .
Tyt T

En définissant le déterminant zéta-régularisé de ’opérateur de Dirac D
par

C(D27O>_77(D70).

¢'(D,0)= o >

Det¢(D) := exp( - C/(D’ 0))’

on obtient la formule suivante:

(D2, 0
Det¢(D) = exp(ig (((D2 ,0)—n(D, O))) exp( - %)
Notons que linvariant 7, n(M) := n(D, 0), est égal a zéro dans le cas ou le

spectre de I'opérateur de Dirac sur M est symétrique.

Soit maintenant M = P"(C) (n impair) 1’espace projectif complexe de di-
mension n. Soit D? le carré de l'opérateur de Dirac agissant sur le fibré des
spineurs au dessus de M. Dans ce qui suit, on se propose de calculer (aussi
explicitement que possible) les déterminants régularisés Det:(D?) et Det¢(D).
Pour cela, nous allons appliquer des méthodes similaires a celles utilisées dans
[BS] et [Sth].

Soient G = SU(n+1) et K = S(U(n) xU(1)) (n > 1). On considere le tore

maximal
T={A= diag(ewﬂ....,ew”,efizyzlef) 0, € R pour j =1,...,n}
de G et on fixe le systéeme de racines positives suivant de G relativement a T :
A'E:{ei—ej; 1<i<j<n}U{er+--42e;+ - +ey;1<i<n}.

Soit p une représentation irréductible de G' de plus haut poids A, = 2?21 Ajej.
D’apres la formule de dimension de Weyl, on a

. <A +5G,Oé>

+
a€AT,
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oudg = Z?Zl (n+1—j)e; est la demi-somme des racines positives. Plus
explicitement, on a

1 Aj—Aj+j—i

dimp = P
j—i

1<i<j<n+1
avec A1 = 0. Rappelons que le spectre du carré de l'opérateur de Dirac sur
P™(C) est le suivant (voir fin de 'appendice A):

) Era@En=D o1}y {sem =
(k:—&—a—g)75 +n_1_r);€e{0,1},1§r§n—1,I<:>Sup{5,r—nT_1}}U
(- ey

n—1
avec a = —5 Notons que

(7) la multiplicité de la valeur propre fi(k) est g1(k) := dim pg, ou py est la
représentation irréductible de GG de plus haut poids

Ay, = (2k+a—-1)er+ (k+a)(ea+- +ep)

(¢4) la multiplicité de la valeur propre f, (k) est g, °(k) := dim p,’®, ot p,*°
est la représentation irréductible de G' de plus haut poids

Apre = (2k+a—T—5—1)61+(k+a—r)(eg+-~-+en,r)+
(k+a—r+5—1)en_r+1+(k—|—a—r—1)(e”_r+2+-~-—|—en)

(#4i) la multiplicité de la valeur propre f3(k) est gs3(k) := dim pg, ol pj, est la
représentation irréductible de G de plus haut poids

Apk:(2]437(171)614’(kfafl)(62+"'+6n)

Remarque. Une application de la formule de dimension de Weyl nous donne
que

2k4+a+n—-1) H k+j—-2)k+a+n+1-j)

" N S (RS )

g1(k) =

ou k > 1. Ainsi, g1(k) est un polynome en k de degré 2n — 1. Soit j un entier
naturel fixé. Pour k£ > j + 1, on écrit

2n—1
gl(k‘—j) = Z A(i,j) k‘l
i=0
De méme, on vérifie que g5 (k) et gs(k) sont deux polynomes en k de degré

2n — 1. Posons b = ntl

n—1
etmm:Sup{e,rfT}Jrl. Sik>j+mye,

on écrit
2n—1

7k =9)= D B K
=0
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et si k> j+ b, on écrit

2n—1
—)= ). Capk'
i=0
La fonction zéta associée au spectre du carré de l'opérateur de Dirac a pour

expression

k>1 1<r<n—1 k>m., ¢
e=0,1

Z g3(k){f3(k)}

k>b

1 Calcul de Det(D?)

Posons d’abord le terme

(1) := ’ Zgl N fi(k

’ "

Alors, (I) =(I )+ (I ) avec

L S amra,

ds
E>1
7y = =L ( +1° Y gi(k){k+n—1}" )
o dsls=0 " g1 "
k>1
Observons que
2n—1
’ _ i—S
(I ) - dS s=0 Z Z Al «) k
=0 k>a-+1
2n—1 a 2n—1
= Z Z A(i o) k' Log (k) + Z A o) Cr(=1),
i=0 k=1 =0

ou (i dénote la fonction zéta de Riemann.

Remarque. La fonction (g satisfait

Crl0) =~ 5 Crl-2m) =0, et (1t —2m) = T B
pour tout m > 1, ou les B,, sont les nombres de Bernoulli.
De fagon similaire, on obtient ’égalité
2n—1 n—1 2n—1
(I”) == Z ZA(zn 1)k:iLog Z A(zn 1)CR )
i=0 k=1
Log (n+1) {( Zgl —n+1)k” ) 0}.
k>n
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Notons que

2n—1 n—1 ) 2n—1
( Z gi(k —n+ 1)k_s) o = Z A n—1y k' + ( Z A(i,nq)CR(S—i)) -
k>n 5= i=0 k=1 i=0 5=
2n—1 n—1 n
i (1) 1
= - A on-nk +Z TA(21—1,n—1)Bl—§A(0,n—1),
i=0 k=1 =1

ou les B; sont les nombres de Bernoulli. Par conséquent,

— 2n—1

(I”) = Z Z (i,n—1) kl Log (k) =+ Z A(i,nfl) C;%(_Z) +

3

i=0 k=1
2n—1 n—1
Log n—i—l{ ZZA@”UH"_Z 2[ A(Onl)}
=0 k=1
Posons maintenant le terme suivant :
d r,e € —s
(IIT,E) = df —0 Z 92 (k){fQ (k)} :
5= k>m ., .
Alors, (I1,..) = (I1, )+ (II,.) avec
(II,.) := 4 > gt (k){k+ta—e}*, et
e T dsls=0 — 92 ’
(a1 = | (e Y k- 1-0)
"e ' dsls=0 2 '
kzmr,z
Un calcul analogue & celui qu’on a utilisé pour expliciter le terme (I /) nous
donne que
2n—1 Pre . 2n—1
=2 2 Bl K Eog () + 3 Bl Cal=),
1=0 k=1
avec pre = My +a—¢€— 1. De méme, on déduit la formule suivante :
2n—1 qr.e ) 2n—1
(II,.) = Z ZBMT 1) k' Log (k) ZB(“” 1) Cr(=1) + Log (n+1) x
i=0 k=1
2n—1 qre n
{_Zsznrl)k7+Z 21 B(gilnrl)B B(T(;Enrl)}
=0 k=1

ol qre := My +n—1r—2. Par la suite, on considere le terme

(1) = LS gl

k>b
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On a alors (I1T) = (I1T") + (I1T") avec

/ d
117 = — 3(k)k™* t
ainy = L s
k>b
" d
(rr’y = ﬁszo(n—kl S ga(k){k +a} )
k>b
On observe que
2n—1 b—1 . 2n—1
(IIr1'y = Cii o k' Log (k) + > C(i 0)Cr(—i), et que
=0 k=1 =
2n—1 b—1 , 2n—1
11’y = Cii o k' Log (k) + > C(i 0y Cr(—1) + Log (n +1) x
=0 k=1 =
2n—1 a+b—1 n
i (=1 1
{ Ci,a)k +Z 5] C(Zlfl,a)Bl_ic(O,a)}~
=0 k=1 =1

En conclusion, le déterminant régularisé du carré de 'opérateur de Dirac sur
P™(C) est donné par

DetC(DQ)zescp<—(I)— Z (Ifr,a)—(lll)),

1<r<n
e=0,1

ou les formules explicites des termes (I), (I, ), et (III) sont donnés ci-dessus.

2 Calcul de Det:(D)

Etant donné que le spectre de l'opérateur de Dirac sur P"(C) est symétrique
par rapport a l'origine, on a 1’égalité

Det¢(D) = exp(i g ¢(D?*, 0)) ea:p( - C/(D;’O)>

Afin de calculer ce déterminant régularisé, on se propose dans un premier temps
de dériver la valeur de la fonction ((D?, s) en s = 0. Posons d’abord

= gi(k){filk

k>1

Rappelons que

k* + P(k)

k) = n+1

)

ou P(k) := (a+n—1)k+a(n—1) est un polynéme en k de degré 1. Fixons un

P(k)
kZ
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(I') = (n+1)° > gik){(k*+Pk) -k},

1<k<N
1) = o) Y amr {0 Ty
k>N
(I") = (41D (k) k2"
k>1

"

et on observe que (I) = (I') + (I") 4+ (I""). Remarquons que (I') est une
fonction entiere dont la valeur en s = 0 est nulle. Pour k > N et s proche de 0,
on a

"

(I )=(n+1)°

l
20 (T s +5 = 1)) a){PR)}

E>N 1>1 ! j=1

Or gi(k) = 751 A oy k', doit on éerit

2n+l-1

a{PE)} = > Dyyk
1=0

pour 1 <[ < 2n. Par suite,

2n

_1l
s=0 - Z (2(“))D(l.,2l1).

=1

11

La valeur du terme (I ) en s =0 est donnée par

2n—1

o = (X X acor)

=0 k>1
2n—1

= ( A(z O)CRS*QZ))

s=0

s=0

L 1
= Z( A(2171,0)Bl—§A(0,0)~

Posons maintenant

(Ie) = > g (k){f"(k)} .

k>m . .
Ici, la valeur propre g, (k) est de la forme

k2 + P (k)

92" (k) = — 1

olt P (k) est un polynéme en k de degré 1. Du fait que g5 (k) = S22/ B{%) K,

)

on écrit
2n+l—1

g {PrER)Y = ST B K
=0
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pour 1 <[ < 2n. Il s’ensuit que

TL
1 B
(IT,.) Z By + (),
ol

_ZQn 1 m75—1 B’re kl_’_zl ) ( ) Bra

(i,0) (21—1 o)B

(x) =

(=1)° 1) , r,
PO B(2§ 1 o)B 23(080)

Finalement, on pose

(I11) = gs(k){ fs(k)

k>b
On note ici que la valeur propre f3(k) est de la forme

k* + P(k)

Falk) = "

)

B(Toso)

simye > 2,

simy.=1.

ou P(k) est un polynéme en k de degré 1. Rappelons que la multiplicité g3 (k)

a pour expression gs(k) = Zf no ! Ci,o) k*. Ainsi, pour 1 <[ < 2n, on écrit

2n+l—1
i=0
On en déduit que
2n (_1)l 2n—1 b—1
(1) 520:2 200 Fuoien— Y, Y Cu.ok’ +Z
= =0 k=1

Par conséquent, I'invariant spectral ¢(D?, 0) s’ecrit comme suit :

2 —
a0 =m|_+ X ana|_ +um|
1<r<n
e=0,1
ou les termes (I)’S=07 (I1,.) et (II1) -

dessus.

En utilisant les résultats des calculs précédents de ¢ (D?, 0) et ¢(D?,

C(zz 1,0) Bz**C(o 0) -

sont donnés par les formules ci-

0),

on peut immédiatement déduire une formule pour le déterminant régularisé

Detc(D).
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